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Pesos p/ interpolacao
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Chebyshev-Lobatto
x, =—cos(kn/n), k=0,L..,n entdo:
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1 |
w, = —5,1,—1,1,...,—5 n par

Fourier com N pontos em [0,27)

x, =2—A7;k, k=0,1,..,N-1.
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Base Legendre-Lobatto

filx)= o BraP kil c Pl =P {x)

2k +1
ortogonalidade = = Pd
2k +1 = SRGHD | f hds

A integral pode ser avaliada por Gauss-Lobatto, levando ao produto matricial:

i diag(2k+ljBTdiag(wk).fk

J

1 1 2
J_lkadx = LckPk dx=c,
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n
2n+1

Ajuste final: B (n+1,:)=B"' (n+1,)
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Construcao da Inversa
Legendre-Lobatto

fix)=eb+eP+iteP . Bi=Pix)

n n?d

2k +1
ortogonalidade = = Pd
2k +1 ; i 2 j Lhe

A integral pode ser avaliada por Gauss-Lobatto, levando ao produto matricial:

5 :diag(szrljBTdiag(wk).fk

J

1 1 )
Lkadx = I_lcch dx=c,
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mversa

n

Ajuste final: B™' (n+1,:)=B"' (n+1,:) ]
n+
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Resolva pelo meétodo de Newton

no grid de Chebyshev:
P y+yt-2e7 =0 xe[—l,l]C]R

y(-1)=e y(l)=e"
Utilize uma expansdo com 25 coeficientes e

. AT T
aproximagao inicial y, ...~ = [1, ) Hfec 1]

Solucdo: y(x)=e"

Osvaldo Guimardes

%% ODE 2 y(2)xy + (y(1))"2 = 2%exp(-2xx) Sol: y = exp(-x); ;

n = 18;
bc = [exp(1),exp(-1)];

xs = — cos( (@:n)."*kpi/n );
D = Generalized Diff_Mat(xs); D2 = D"2;

Ibb = eye(n+l); Ibb([1,n+1],:) = [];

%% Sistema de equacdes // dado u
J = zeros(n+1); J(n,1) = 1; J(n+1,n+1l) = 1;
%% Guess
ca = exp(-1)/2-exp(1)/2;
u = cax(xs+1l) + exp(1);
%%
change = 1; it = 0;
%% Loop

while change > le-10 % fixed-point iteration

% Jacobian :

J(1:n-1,:) = Ibbx(diag(D2%u)+diag(u)=(D2) ...

+ 2xdiag(Dxu) );

%% System for given u --> F(u)

r =Ibbx( (D2%u).*xu + (D*u).”2 — 2xexp(-2*xs)

r = [r;u(l)-bc(1l);u(n+1)-bc(2)];

du = -J\r; du([1,n+1]) = @;
unew = u + du;

change = norm(du);
u = unew; it = it+1;
disp(int2str(it));
end

>



Verificacao Reversa

y"-y+y'2—2€_2x20 xe[—l,l]cR y(—l):e )’(1)=e‘1

): S
Y

Sendo f~ =I Gdx, temos:

(=D +a-(=1)+B=y(-1)

3 — obtema ¢ 3

S (+) o (+1)+B = y(+1)

G(x e fis o =”de+p(x), onde p =ox+f

Estimativa de erro: 6, =
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Mapas bijetores
(Conforme)

f(x)lel—x2 xe[—l,l]cR
Na variavel x a convergéncia nao ¢ exponencial.

1 2 ¢l 4
Cy=—:2, Czk:;JAIT;Cdx:T[(l—(Zk)Z)

Vk >1, portanto
T

Para x = 0, sabendo que 7, (0)=(~1)", obtemos a série

= el 4k2 i

= 2+4i (_l)k

= 1-4k°
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Mapas bijetores

Para f'(x)=v1—x", podemos usar 0 mapa:

x:sin(gvj: veQ=[-11].

LR s .
A funcao s1n(5 vj ¢ estritamente crescente em €2,

T
COS| —V
(2 j
T

A funcado g (v) = COS (5 vj ¢ indefinadamente diferenciavel no intervalo.

Obtemos entdo: g (v) = f(x(v))=

= cos(gvj, pois g(v) =0 em Q.
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Mapas bijetores

Etapas para uso do Mapa Confome

1. Discretizamos v, em pontos de Cheby-Lobatto

2. Obtemos a aproximacao espectral para g(v).
3. Calculamos x =sin (g vj

4. Finalmente, temos f (x)=g (v) e podemos analisar a margem de erro,

plotar graficos etc.

10
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Avutovalores e
autovetores

Equacdo comx e[-L1]c R
y"+k*y =0, y(il):O

y'=—ky
Tem solucao trivial!

Osvaldo Guimardes

% pl5.m - solve eigenvalue BVP u_xx = lambda*u, u(-1)=u(1)=0

N = 36; [D,x] = cheb(N); D2 = D™2; D2 = D2(2:N,2:N);
[V,Lam] = eig(D2); lam = diag(Lam);

[foo,1i] = sort(-1lam); % sort eigenvalues and -vectors
lam = lam(ii); V = V(:,1ii); clf
for j = 5:5:30 % plot 6 eigenvectors

u= [0;V(:,j);0]; subplot(7,1,j/5)
plot(x,u,'.", 'markersize',12), grid on
xx = =1:.01:1; puu = polyval(polyfit(x,u,N),xx);
uu = Bary_Cheby(u,-xx);
line(xx,uu), axis off
text(-.4,.5,sprintf('eig %d =%20.13fxpi~2/4",j,lam(j)*pi~2/4))
text(.7,.5,sprintf('%4.1f ppw', 4%N/(pix*xj)))
end
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Pontos por comprimento de onda

A
L=1-21(1fu
L (1 fuso)

2 (2 fusos)

m|h,

(o)
(©)
(0]
(©)
(©)
(0)
(©)
(@)

L=3- Z—’ (3 fusos)

L=4- 12—‘ (4 fusos)

HASTL
L=n-22 (niusos) n par Ax . = sm[;) =

n impar Ax_. =2sin b
2L 4 2B
TemosA.=—,comoL=2: A =— >
J J J J ? Demonstrar
imiors ) 4 n 4n ] 2
Osvaldo Guimardes ASSlm, SR el — ppw=—
max -] n TC_]



Spectral p/ PDEs bidimensionais

Operador vec(M)
8
3
4
8 1 6 1
SeM=| 3 5 7 ]:VGC(M) 5
4 9 2 9
6
!
2
Mqu:m/

B= VGC( M) 0 b = Mo,
No Matlab, Vec( M) = M(Z);
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Matriz transposta
SeA=ag . [1 Al=a,
Propriedades

(A7) = A

(AB)T _ BTAT
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Produto de Kronecker

If Ais an m x nmatrix and B is a p x g matrix, then the Kronecker product A ® B is the pm x gn block matrix:

-ﬂllB
A®B =

_amlB

s ol 1)

Osvaldo Guimardes

o O oy O

an B

a‘ﬂ'lﬂ B -

- vt =3 w

Im EI Im :I

1 x0
1 x6
3x0

| 3 x6

1 x5
1x7
3 x5
3xT7T

Matlab: Al szron(A, B);

2x0
2x6
4 x0
4 %6

2%
2x7T
4 x5
4 %7

0 5 0
6 7 12
0 15 0
|18 21 24

14
20
28
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Propriedades

A®(B+C)=A®B+A®C, =
(B+C)®A—BoA+C®A,
(kA)®B = A® (kB) = k(A ® B),
(AB)®C=A® (B®C),
ARO=—0®A =0,

(A®@B)(C®D)=(AC)® (BD).
(AB)'=A"'9B "

Vec(AXB) = [BT ® A]'VGC(X)

15
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Physical values

16

Matrix position
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Como aplicar a diferenciacao matricial
para uma matriz M do grid da fungao?

Os valores da funcao em ¥ sdo representados nas colunas.

Os valores da fun¢do em X sdo representados nas linhas.

F (x, y)
L IX

Assim,

=(D,M") = M:D]

17
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Considere: AF = f(x,y) (x,y)e [—1,1]2 c R’

Discretizado espectralmente, o problema fica:

2 2\!
DF+F(D}) =f
Modificar p/ que F seja a matriz central
i
D,Fl, + IyF(Dj) i Equacdo de Sylvester: AX + XB =C

vec| D°FI |+ vec
(D}F1,)

IyF(Dj)T): vee(f)

:Ix®Dyz]vec(F)+[Df®]y]-V€c )=Vec(f)

;Ix ®Di +D§ ®1y]°V€C(F) = VeC(f)% Sistemar linear
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Programa 16 — pdg. 70 Tqrefq — AUIq 09

AF = 10.sin[8x(y—1)] (x,y) € [—1,1]2 c R?

F =0 no contorno

Traduzir a versdo do livro para
Julia e comparar resultados.

Analisar a diferenga para
diferentes discretizacdes.

19
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