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PolinOmios de Legendre

Sturm-Liouville

d )
a[(l—xz)PI (x)]+ I(I+1)P(x)=0 xe[-L1]
Ortogonalidade A .
Os dois primeiros termos podem ser escritos como:

s ey TAREFA

—[(1—x )Q(x)]+((£+l)ﬂ(x)=0 x P d , \

dx =\ (1=%*)(R,P ~BE,) |, cuja integral de ~1até 1 ¢ nula
= {di[(l—xz)P,,;(X)]+m(m+1)Pm(x)}=0 x F, 4

X

| / [+ D =m(m+ D] P, (x)P (x)dx =0
20 (1-2) E@]- RS (1-¢) )] (E+D=mm+ D] £, ()P (x)dx

aslete sl SRl Portanto, se m # { = .[_11 B, (x)P,(x)dx =0
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Polinomios de Legendre

i
2n+1 O

1
j_le(x)@(x)dx xe[ | 1] g
= (64352° — 120122° + 69302 — 12602° + 35
— (121552 — 2574027 + 180182° — 46202° + 315z
= (4618920 — 1093952° + 90090z° — 30030z* + 34652° — 63

}

<)

, %)
= (42927 - 6932° + 3152 - 35z)
)

)

)

10

256

P =1:P=x P(1)=1 < B(=])=(=1) jg(x)-dxzo(k;to)

Recorréneia: (n+1)P,, =x(2n+1)P,-nP, ,

Pn(x)

X

P' —-P' x P . -P
p:L P d Tl Tn
i “ e jL )= 2n+l | 3

1= | [ Ps
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Legendre como base completa no espaco

lim"-(fAnalyﬁcal (x) - anck Pk(X)j -dx=0

n—0 =0

cn> Cada ¢, € obtido por: ¢, = ? fl f-Pdx.

2|R)
(B|R)

L=id

Isto &, ¢, =(B,|f

2+1 0
> i (projetor):

Interesse meramente teorico

: 2k + D!
by 1 \ZE5]) B(x)
SR (2(n—k))!(k+n+1)!!

Qualquer P, de Legendre ¢ uma combinagdo linear de monomios. 4

S RS Reciprocamente, qualquer polinomio de grau n € uma combinacao linear de

de Pk:O:n v



Interpolagdo de: f/(x)=

1

In:Zwl.-f(xl.), i=0:n

1+16x°
a n =36
4 x10 |
—— Gauss
——Cheb
3 =
2 B
] \ n
0
v\ !
1+
_2 | | |
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Cheby - Type I nodes
(2k+1)Tc
0, =
2(n+1)

x, =cos(9,)

,k=0:n

Legendre -
Raizes de P,



Interpolacdo de: f(x): 1 In :ZWZ- ~f(xl.), 1=0:n

1+16x°

«107 . n=|36

1t ﬂ ﬁ ﬂ —IGauss-L |

ﬂ ——Cheby-L

,\/‘ Lobatto points
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Quadratura de Gauss-Legendre

Inzj_llfdx:Zwi-f(xi), i=1l:n+l,

0, ==
Incoeni 4t
¢/ 2n+ 2 incognitas. 1 pourT
Consideremos que f'seja polinomial de grau 2n + 1. s /
ey oA Pv(2n+1) JPV 2 J.Pn ] Qn+1 t JRn Qn+1 C de Legendre
Podemos efetuar a divisdo de polindmios: — =P=P-Q +R. SR A
n+l =()

Como os pesos ndo dependem de R,, temos [R =w,R (x,).
Neste ponto, substituimos R, e: [P =w,[ P (x,)- P (x,)-0,.(x,) ]

Se escolhemos os x; de forma que sejam as raizes de 0,+;, entdo
[P =w,-P|x,), exatamente.

Quem sao as raizes de um Q, . ;?
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Rl S5 0 |[p
(n+1)P,, =x(2n+1)P,-nP_, Pl | V3 0273 P
0 2/5 0 3/5
1B |- ; P
k k+1 :
0 s o M B S n-1
G ) I SR A el A
0 01145 R 0
1/3 0 2/3 P P 1 0
2/5 0 35 p | lp |t
! 2n+1| .
n-1
0 0
TR e Ry ; ,m(%)_
\ : s

Portanto, M -p =A-p +C-P_. i
=

Quando éque M-p = X, p, ,» €xatamente?

Se, € somente se, X, for uma das raizes de P_ (x)

n+l
2n+1

~I; 5
P )

Determinando os »n autovalores de M, determinamos as raizes de P (x)

Osvaldo Guimardes



(28) (%) Po %‘3 0 0 0
1
k k+1 #(@) ;{g i % 0+ 0 Vol &
iy : 2 0o ~,;: <&
P :—P +—P :> ( ox e/./
o ChT LI T NS T ol 4 |=| 0 ;’? b, j—? 0 de) | e
2 3
: 0

Pesos:
Identidade de Christoffel-Darboux

oA 55
W, = 2Vl,k

0

L@——l ‘FSN(”)
ky

H. S. Wilf, Mathematics for the Physical Sciences. New York, NY: Dover Publications, 1962. 9
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J. H. Golub, G. H.; Welsch, “Calculation of Gauss quadrature rules,”
Math. Comput., 1969.



gauss.m

% GAUSS nodes x (Legendre points) and weights w

[ for Gauss quadrature

function [x,w] = gauss(N)

beta = .5./sqrt(1-(2*(1:N-1))."(-2));
T = diag(beta,1) + diag(beta,-1);
[V,D] = eig(T);

x = diag(D); [x,i] = sort(x);

v = 24V(1,1).72;

Output 30c
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Gauss: x € (-1;1)
Lobatto: x € [-1;1]
Radau: x € (-1;1] ouxe[-L])




Quadratura de Gauss-Legendre-Radavu

In:j_llfdx=2wi-f(xl.), i=0:n,

¢/ 2n+1 ncognitas, pois x, =-1: x; €[-11)

: : A
X, s30 as raizes de ——
I+x
Os pesos w; sdo:
Jo=x. 2
W. = =) WO =

(1) [P (x)]
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Quadratura de Gauss-Legendre-Radavu
flipped

Gauss-Radau N =6

1 0.6 ‘ :
]n:j_lfdxzzwi.f(xi), i=0:n, H . N=n+l
¢/ 2n+1 incognitas, pois x, =1: x; . € (=1,1] o

, /3507 13 4 7 .
Sendo u, as raizes de —%, x. =-u__ /3
1+ x y
Os pesos w; sdo os do caso antertor "flipados": 23|
old q
Wi:Wn_," 0 o— & & o—0
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Quadratura de Gauss-Legendre-Lobatio

0.6
9 o ~
05 N=n+1
1 .
]n:j_lfdx:Zwi-f(xi), i=0:n, 04 o
- 2 > : v wadla 0.3
¢/ 2n incognitas, poisx, =—lex =1:x, e(-L1I)
~ ’ ' 0.2r
Xy, S30 as raizes de P,'(x).
Os pesos w, sao: el i
2 (0 = =4 : © o O
-1 0.5 0 0.5 1
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2

Quadratura de Gauss-Lobatto p/ P, W, = :
dados N pontos (N =n+1) n(n+1)[Pn (xi):|

(PP =Zwk'52(’%)::0”(”2%%52&):%

Como (P, |P,) = : , 0 resultado acima deveria ser:
o 2k+1
] e e [ B2 (x)f -Pz({ }”)
Ry el S e e (W% o
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% Find roots of Pn = C_0 + Cl%xx + (C2%x™ +Cnxx™n
%% vv are the coeffs of Pn in crescent order

function rr = Poly_Roots(vv) g’ KN
0(4 < = ,(?,-’
ALY

%%
vw = vwi(:).'; n = length(vv); vv = vv/vv(n);

M = diag(ones(1,n-2),1);
M(n-1,:) = =vv(1l:n-1);

rr = sort(eig(M, 'vector'));

Pesquisar: o _ (2k+l)m

: e Cheby-Gauss: x, =cos(6, )

Chebyshev-Gauss
Chebyshev-Radau
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TAREFA-codigos

I) Calcule numericamente as integrais seguintes, com erro relativo

menor que uma parte em 100 milhoes.

o4
a)l=| te” dt

By 0 sinx
J—1 X
') )
c)l = Oe_x dx
FEL
Gepileg
A ATy
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TAREFA-codigos

I
1) Obter a matriz (B,

)1y que aplicada aos n+1

coeficientes de uma expansao de Legendre, nos fornece

os valores da série nos pontos de Gauss-Lobatto.
2) Obter a matriz (B, ):L . que aplicada ao vetor de

valores de uma serie de Legendre nos pontos de Gauss-

Lobatto, nos da os coeficientes da série.

3) Verificar que (B,)-(B,) =(B,) -(B,)=1
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