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S :  system

Sm = I D2u − eu⎡⎣ ⎤⎦       rm = 0

Jm =
∂Sm

∂u
= I D2 − diag eu( )⎡

⎣
⎤
⎦   

BC
u −1( ) = 1 J n,1( ) = ∂u0

∂u0

= 1

u +1( ) = 1 J n+1,n+1( ) = ∂un

∂un

= 1

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

   

Resolva pelo método de Newton 

u '' = eu       u ±1( ) = 1 x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦
Considerando R x( ) = y ''− ey ,  faça o gráfico R × x.

Verifique a solução geral: u = log
a2

1+ cos ax( )
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  



  

ut = Cd ⋅ ∂xx u

u
0,x( ) = sin πx/2( ), x ∈ 0,1⎡⎣ ⎤⎦

u(t,0) = 0 ux t,1( ) = 0

Solução analítica: u = Cd ⋅e
−π

2

4
t
⋅sin πx/2( )

Método das linhas (MOL) 
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Equação da difusão 
  

∂U
∂t

= Cd ⋅
∂2U
∂x2

A página seguinte descreve somente os plots. 
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Para a 2ª derivada 
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 u

 f u( )

 u

 f u( )

 x

 v ⋅ t

  

Para cada abscissa u,  temos: f u( ) = f x − vt( )
x = u + v ⋅ t ⇒ u = x − vt
∂u
∂x

= 1   e    
∂u
∂t

= −v

∂ f
∂x

= ∂ f
∂u

⋅ ∂u
∂x

= ∂ f
∂u

   
∂ f
∂t

= ∂ f
∂u

⋅ ∂u
∂t

= ∂ f
∂u

−v( )  
Portanto:         

 
∂ f
∂t

= −v ⋅ ∂ f
∂x

  

Onda regressiva: f = f x + v ⋅ t( )
Em ambos os casos, f  é arbitrária.

 

∂ f
∂t

= −v ⋅ ∂ f
∂x
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Para cada abscissa u,  temos: f u( ) = f x − vt( )
x = u + v ⋅ t ⇒ u = x − vt
∂u
∂x

= 1   e    
∂u
∂t

= −v

∂2 f
∂x2 = ∂2 f

∂2u
∂ f
∂t

= ∂ f
∂u

⋅ ∂u
∂t

= ∂ f
∂u

−v( )   e 
∂2 f
∂t2 = ∂2 f

∂2u
⋅v2

Portanto: 
∂2 f
∂2u

= 1
v2

∂2 f
∂t2 = ∂2 f

∂x2

  

Equação da onda

∂2 f
∂x2 = 1

v2

∂2 f
∂t2
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∂U
∂x

= tanα Fy = T ⋅ tanα

Potência = F ⋅v = Fy ⋅ !U

!U = 0⇒U xb ,t( ) = constante   Dirichlet( )
Potência = 0,  mas o extremo não é fixo ⇒

∂U xb ,t( )
∂x

= 0 Neumann( )

α

  
!
F

  
!
T

  
!
Fy

Condições de contorno 
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Resolver numericamente:

I) Série de Chebyshev (grau ∼ 25 p/ x) e LeapFrog p/ t dt = 4 / N 2( )
∂2U x,t( )

∂t2 = 1⋅
∂2U x,t( )

∂x2 ,    

com  U x,0( ) = exp −40(x − 0.4)2( ), x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦ ⊂ " e  t ∈ 0,3⎡⎣ ⎤⎦.

1ª  resolução: extremos fixos
2ª resolução: extremos livres
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Menor discretização:

Δx = 1− cos
1⋅π
N

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 2 ⋅sin2 π

2N
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
!

π2

2N 2 !
5

N 2
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Tarefa 
Escrever e plotar o código do slide anterior para uma corda que tem 
um extremo fixo e outro livre. 
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  x0 x1 x2 x3 x4 x5

  

y5 = y0

I =
y0 + y1( )

2
⋅ Δx + ...+

y4 + y0( )
2

⋅ Δx.   Cada yk  aparece 2 vezes

I = 2π
5

y1 + ...+ y5⎡⎣ ⎤⎦ =
2π
5

y0 + ...+ y4⎡⎣ ⎤⎦
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Séries de Fourier 

  

Forma discreta de ordem m  p/ IF = 0,2π⎡⎣ ⎤⎦

An =
1
π

f x j( ) ⋅cos nx j( ) ⋅ Δx
j=0

2m

∑ ,    e       Δx = 2π
2m+1

        n ≠ 0

An =
2

2m+1
f x j( ) ⋅cos nx j( )

j=0

2m

∑               Bn =
2

2m+1
f x j( ) ⋅sin nx j( )

j=0

2m

∑

A0 =
1

2m+1
f x j( ) ⋅1

j=0

2m

∑
  f x( ) = A0 + A1 cos x( ) + B1 sin x( ) + ...+ Bn sin(nx)
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Base de Fourier discreta 

  

f (t) = ck
k=−m

m

∑ eik t     , t ∈ 0,2π⎡⎣ ⎤⎦

ck =
1

2π
f

0

2π

∫ (t)e− iktdt ≅ 1
2m+1

f t j( )
j=0

2m

∑ e− ikt j

  
Tk =

2π
k

,     fk =
k

2π
    ω k = k( )

	
  

Mudança de domínio
t − 0
2π

= x − a
2L

, com L = b− a
2

Assim, t = π
L

x − a( )



Osvaldo Guimarães 

20 

   

Como f (t) = ck
k=−m

m

∑ eik t = eik −m:m( )t⎡
⎣

⎤
⎦

c−m

!
c0

!
cm

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

= B f̂ , DS = i ⋅

−m 0
"

0
"

0 m

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

df
dt

= ik ⋅ck
k=−m

m

∑ eik t = eik t ⋅ ik ⋅ck
k=−m

m

∑ = B ⋅diag 1i −m : m( )⎡⎣ ⎤⎦ ⋅ f̂ = B DS f̂

  

DPhysical = B ⋅DS ⋅ B( )−1 df j

dt
= DPhys ⋅ f j

Há uma expressão fechada p/ DPhysical.
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Physical D:  ordem 1,   N = 7. 
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Fast Fourier Transform: fft 

Tarefa 
Deriv_Trig.jl 
Bary_Trig.jl 
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Ordem "natural":  C = c−m ,c−m+1,...,c0 ,c1,...,cm⎡⎣ ⎤⎦
Ordem Matlab: C = c0 ,c1,...,cm ,c−m ,c−m+1,...,c−1⎡⎣ ⎤⎦   e

                 C = c0 ,c1,...,cM /2−1,c− M /2 ,c− M /2+1,...,c−1⎡⎣ ⎤⎦  se M  for par.
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Resolver numericamente      (Sol. Analítica: y = cos π x( )
y ''+ y '+ π2 y = −πsin π x( )     x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦ ,

nas seguintes condições:

I) y −1( ) = y +1( ) = −1           Dirichlet

II) y ' −1( ) = y ' +1( ) = 0          Neumann

III) y −1( ) + y ' −1( ) = −1         Robin

y +1( ) + y ' +1( ) = −1
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Polinômios de Legendre 

  

Sturm-Liouville
d
dx

1− x2( )Pl
′ (x)⎡

⎣
⎤
⎦ + l(l +1)Pl (x) = 0 x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦

  

    d
dx

1− x2( )Pl
′ (x)⎡

⎣
⎤
⎦ + l(l +1)Pl (x) = 0 × Pm

−  d
dx

1− x2( )Pm
′ (x)⎡

⎣
⎤
⎦ + m(m+1)Pm(x)

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
= 0 × Pl

_____________________________________________

Ortogonalidade 

  

Pm(x) d
dx

1− x2( )Pl
′ (x)⎡

⎣
⎤
⎦ − Pl (x) d

dx
1− x2( )Pm

′ (x)⎡
⎣

⎤
⎦...

...+ [l(l +1)− m(m+1)]Pm(x)Pl (x) = 0

Os dois primeiros termos podem ser escritos como: 
TAREFA 

  
d
dx

1− x2( ) PmPl
′ − Pl Pm

′( )⎡
⎣

⎤
⎦ ,  cuja integral de −1 até 1 é nula.

  

[l(l +1)− m(m+1)] Pm−1

1

∫ (x)Pl (x)dx = 0

Portanto, se m ≠ l ⇒ Pm−1

1

∫ (x)Pl (x)dx = 0
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Polinômios de Legendre 

   
Pm−1

1

∫ (x)Pn(x)dx = 2
2n+1

δmn      x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦ ⊂ !

  

P0 = 1,   P1 = x, Pn 1( ) = 1     Pn −1( ) = −1( )n
    Pk (x) ⋅dx

−1

1

∫ = 0 k ≠ 0( )
Recorrência: n+1( )Pn+1 = x 2n+1( )Pn − nPn−1

Pn =
P 'n+1− P 'n

2n+1
⇒ Pn u( )du

−1

x

∫ =
Pn+1 − Pn

2n+1
−1

x

Osvaldo Guimarães 
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Legendre como base completa no espaço de Hilbert 

  
lim
n→∞

fAnalytical (x)− ck ⋅Pk (x)
k=0

n

∑⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

⋅dx = 0
a

b

∫

  

fn = Bn cn

Cada ck  é obtido por:  ck =
2k +1

2
f ⋅Pk−1

1

∫ dx.

Isto é, ck = Pk f ⋅ 2k +1
2

 (projetor):   
? Pk

Pk Pk

.

  

Interesse meramente teórico

xn = (2k +1)n!

2(n−k )/2 1
2

(n− k)
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

!(k + n+1)!!k=n,n−2,…
∑ Pk (x)

Qualquer Pk  de Legendre é uma combinação linear de monômios.

Reciprocamente, qualquer polinômio de grau n é uma combinação linear de 
de Pk=0:n.
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Interpolação de:   f x( ) = 1

1+16x2
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equispaced points

N = 25
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Chebyshev points

% Teste of Leg points
%%
N = 100;
Tb = legpoly(0:N); 
[xs,ws] = legpts(N+1); Bx = Tb(xs);
f = @(x)1./(1+16*x.^2); c = zeros(N+1,1);
for k = 1:N+1
    c(k) = ws*(Bx(:,k).*f(xs))*(2*k-1)/2;
end
%% Plot results
xp = linspace(-1,1,101).'; yn = Tb(xp)*c; plot(xp,yn-f(xp)); title(['N = ',num2str(N)]);
set(gca,'xtick',[-1:0.2:1]); grid on 

  In = wi ⋅ f xi( )∑ ,   i = 0 : n
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N = 100
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Resolver numericamente      (Sol. Analítica: y = cos π x( )
y ''+ y '+ π2 y = −πsin π x( )     x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦ ,

nas seguintes condições, com n = 31,  série de Chebyshev:

I) y −1( ) = y +1( ) = −1           Dirichlet

II) y ' −1( ) = y ' +1( ) = 0          Neumann

III) y −1( ) + y ' −1( ) = −1         Robin

y +1( ) + y ' +1( ) = −1            slide 14( )

Demonstrar a igualdade do slide 26 sobre ortogonalidade.

TAREFA 
1) 

2) 


