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Interpolação de Lagrange 
Função polyfit no Matlab 

   
L(x) = ℓ j (x) ⋅ f j

j=0

n

∑
   

ℓ j (x) =
x − xk( )

k≠ j
∏

x j − xk( )
k≠ j
∏

  

Instabilidade 

Se x j ≈ xk ,  o erro relativo de x j − xk( )−1
 

é expressivo! 
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  f x( ) = 103 sin πx( ) x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦

•  Aproxime f por um polinômio de 
grau 21(pontos de Cheby). 

•  Use interpolação de Lagrange 
p/ calcular f em 501 pontos 
equiespaçados. 

•  Compare com a interpolação 
baricêntrica. 

•  Compare com o resultado 
analítico. 
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Tn cosθ( ) = cos nθ( ) x = cosθ

T0 x( ) = 1  e    T1 x( ) = x
dx
dθ

= −sinθ

  

Ortogonalidade         Tn cosθ( ) = cos nθ( ) = Pn θ( )
Pn ⋅Pm dθ

0

π

∫ = Tn ⋅Tm ⋅
1

−sinθ
dx

1

−1

∫ = Tn ⋅Tm ⋅
1

1− x2
dx

−1

1

∫
Portanto,

Tn Tm w
=

π / 2,  se  m = n ≠ 0
π    se  m = n = 0
0  se m ≠ n

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

   

cos a ⋅cosb = cos a − b( ) + cos a + b( )⎡⎣ ⎤⎦ / 2

cos mθ( ) ⋅cos nθ( ) = cos m− n( )θ( ) + cos m+ n( )θ( )⎡
⎣

⎤
⎦ / 2

Se     m = n = 0⇒ 1⋅dθ
0

π

∫ = π.

Se     m = n ≠ 0⇒ 1⋅dθ
0

π

∫ / 2+ cos kθ( ) ⋅dθ / 2
0

π

∫
0

! "### $###
= π / 2    k ∈%*

Se      m ≠ n ⇒ cos k1θ( ) ⋅dθ / 2
0

π

∫
0

! "### $###
+ cos k2θ( ) ⋅dθ / 2

0

π

∫
0

! "### $###
= 0

  

x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦
θ ∈ 0,π⎡⎣ ⎤⎦
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f x( ) ≈ akTk ak =
2
π

f ⋅Tk−1

1

∫
,∑ dx

1− x2
=

f Tk

Tk Tk

Operador projetor: proj =  
Tk

Tk Tk
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Lobatto points:  θi = i ⋅π/n, i = n :−1:0

xi = cosθi

Matriz de Base ordem n

Bi+1, j+1 = cos jθi( ) = Tj xi( )

B =

T0 x0( ) T1 x0( ) … Tn x0( )
T0 x1( ) …

! "
T0 xn( ) Tn xn( )

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

  

Transformação Discreta Exata p/ polinômios até grau n( )
ck =

αk

n
''Tk x j( ) p x j( )∑ ,

αk = 1 p/ k = 0 ou k = n e αk = 2 p/ o resto.

   

"Inversa" da Base n

BI = 1
n

T0 x0( ) / 2 T0 x1( ) … T0 xn( ) / 2

2T1 x0( ) … 2T1 xn( )
! "

Tn x0( ) / 2 Tn x1( ) … Tn xn( ) / 2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

   

Supondo f x( )  polinomial de grau α ≤ n

f x( ) = B A
n

A = B−1 ⋅y
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  f x( ) = e− x sin π x( ) n = 25
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Fast Fourier Transform 
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Equação da onda 

 u

 f u( )

 u

 f u( )

 x

 v ⋅ t

  

Para cada abscissa u,  temos: f u( ) = f x − vt( )
x = u + v ⋅ t ⇒ u = x − vt
∂u
∂x

= 1   e    
∂u
∂t

= −v

∂ f
∂x

= ∂ f
∂u

⋅ ∂u
∂x

= ∂ f
∂u

   
∂ f
∂t

= ∂ f
∂u

⋅ ∂u
∂t

= ∂ f
∂u

−v( )  
Portanto:         

 
∂ f
∂t

= −v ⋅ ∂ f
∂x   

Onda regressiva: f = f x + v ⋅ t( )
Em ambos os casos, f  é arbitrária.

 

∂ f
∂t

= −v ⋅ ∂ f
∂x
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Para cada abscissa u,  temos: f u( ) = f x − vt( )
x = u + v ⋅ t ⇒ u = x − vt
∂u
∂x

= 1   e    
∂u
∂t

= −v

∂2 f
∂x2 = ∂2 f

∂2u
∂ f
∂t

= ∂ f
∂u

⋅ ∂u
∂t

= ∂ f
∂u

−v( )   e 
∂2 f
∂t2 = ∂2 f

∂2u
⋅v2

Portanto: 
∂2 f
∂2u

= 1
v2

∂2 f
∂t2 = ∂2 f

∂x2

  

Equação da onda

∂2 f
∂x2 = 1

v2

∂2 f
∂t2
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BC 

  Sm

  Scontorno

  S ⋅ !y = !r



Boundary Value Problems (BVP) 

  

yxx = e4x , y ±1( ) = 0

Analiticamente: y = e4x − x ⋅sinh 4( )− cosh 4( )⎡⎣ ⎤⎦ / 16.

Programa 13 

  

Equação matricial

D ⋅ D ⋅ y( ) = f x( ),
D2 ⋅ y = f ,

•Linha 1 de D :[1 0 ...0] e f1 = y −1( ) = 0

•Linha n+1( )  de D : 0......1⎡⎣ ⎤⎦ e  fn+1 = y +1( ) = 0
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-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2.5

-2

-1.5

-1
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0

0.5 max err = 2.3981e-14
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Problema 14 – BVP não linear 

  yxx = ey , y ±1( ) = 0.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.4

-0.35

-0.3

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05
no. steps = 29      u(0) = -0.36805602444149

 error ≅ eps
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Programa 15 - Autovalores 

  yxx = −k 2 y, y ±1( ) = 0.

  

Equação matricial

D2 ⋅ y = −k 2 y,

y ±1( ) = 0

Soluções estacionárias c/ período máximo 4 2L( ).
ω1 =

2π
4

= π/2 rad/s      ωn = n ⋅ω1.

  

Autovalores

kn
2 = n 2π

T
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

= n2   π2

4
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eig 5 =    24.9999999999999*pi2/4 10.2  ppw

eig 10 =   100.0000000000000*pi2/4  5.1  ppw

eig 15 =   225.0000000836757*pi2/4  3.4  ppw

eig 20 =   400.0021618870279*pi2/4  2.5  ppw

eig 25 =   611.8316481972494*pi2/4  2.0  ppw

eig 30 =  1284.5983963438086*pi2/4  1.7  ppw

Osvaldo Guimarães 

19 



Osvaldo Guimarães 

20 

  

TAREFA
I) Código para montar as matrizes do slide 7, dado n,  com

x = −cos kπ/n( ),  k = 0 : n

II) Código para obter os coeficientes de Cheby usando FFT, a partir dos 
valores da função nos nodos, conforme slide 10.
III) Resolver numericamente:
Série de Chebyshev (grau 7 ou 8):

 
x2

20
y ''+ x ⋅ y '− y −5x5 +1= 0,  com x ∈ −1,1⎡⎣ ⎤⎦ y −1( ) = 2 e y 1( ) = 0

Testar todas as resoluções e enviar em pdf.


