
1. Gyenge alak

σ · ∇+ f⃗ = 0⃗ / · v⃗ /

ˆ

(v)

. . . dv

−W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

v⃗ · ↓
σ · ∇dv +

ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

−W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

↓

v⃗ · σ · ∇dv −
ˆ

(v)

↓
v⃗ · σ · ∇dv +

ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

−W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(a)

v⃗ · σ · n⃗da−
ˆ

(v)

↓
v⃗ · σ · ∇dv +

ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

σ · n⃗ = t⃗ r⃗ ∈ at

−W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(at)

v⃗ · t⃗da−
ˆ

(v)

↓
v⃗ · σ · ∇dv +

ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

↓
v⃗ · σ · ∇dv −

ˆ

(at)

v⃗ · t⃗da−
ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

σ · · v⃗ ◦ ∇dv −
ˆ

(at)

v⃗ · t⃗da−
ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

σ · ·F−T · F T · v⃗ ◦ ∇ · F · F−1dv −
ˆ

(at)

v⃗ · σ · n⃗da−
ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

F−1 · σ · F−T · ·F T · v⃗ ◦ ∇ · Fdv −
ˆ

(at)

v⃗ · σ · n⃗da−
ˆ

(v)

v⃗ · f⃗dv = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(V )

JF−1 · σ · F−T︸ ︷︷ ︸
S

· · F T · v⃗ ◦ ∇ · F︸ ︷︷ ︸
∇0

dV −
ˆ

(At)

v⃗ · σ · F−T · N⃗JdA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗J︸︷︷︸
f⃗0

dV = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(V )

S · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV −
ˆ

(At)

v⃗ · F · F−1 · Jσ · F−T︸ ︷︷ ︸
S

·N⃗dA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(V )

S · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV −
ˆ

(At)

v⃗ · F · S · N⃗︸ ︷︷ ︸
t⃗0

dA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(V )

S · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV −
ˆ

(At)

v⃗ · F · t⃗0dA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV = 0
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2. Nemlineáris rész

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(V )

S · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV −
ˆ

(At)

v⃗ · F · t⃗0dA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV = 0

W (r⃗, v⃗) =

ˆ

(V )

S · · 1
2

(
F T · v⃗ ◦ ∇0 +∇0 ◦ v⃗ · F

)
dV −

ˆ

(At)

v⃗ · F · t⃗0dA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV = 0

t⃗0 → t =

txty
tz


f⃗0 → f =

fxfy
fz


v⃗ → v =

vxvy
vz

 =

∑N
i=1 hi (ξ, η, ζ)ϕ

e
xi∑N

i=1 hi (ξ, η, ζ)ϕ
e
yi∑N

i=1 hi (ξ, η, ζ)ϕ
e
zi

 =

=

h1 0 0 h2 0 0 · · · hN 0 0
0 h1 0 0 h2 0 · · · 0 hN 0
0 0 h1 0 0 h2 · · · 0 0 hN


︸ ︷︷ ︸

H(ξ,η,ζ)
(3×3N)



ϕe
x1

ϕe
y1

ϕe
z1

ϕe
x2

ϕe
y2

ϕe
z2
...

ϕe
xN

ϕe
yN

ϕe
zN


︸ ︷︷ ︸

ϕ

(3N×1)

= H (ξ, η, ζ)ϕ

H (ξ, η, ζ) =

h1 0 0 h2 0 0 · · · hN 0 0
0 h1 0 0 h2 0 · · · 0 hN 0
0 0 h1 0 0 h2 · · · 0 0 hN


︸ ︷︷ ︸

(3×3N)

S → S =

 Sx Sxy Sxz

Syx Sy Syz

Szx Szy Sz


Ha S = ST

S → S =

 Sx Sxy Szx

Sxy Sy Syz

Szx Syz Sz

 →


Sx

Sy

Sz

Sxy

Syz

Szx


W e (r⃗, v⃗) =

ˆ

(v)

(
ϕe
)T (

Be

L

)T

Sdv −
ˆ

(at)

(
ϕe
)T

HTFtda−
ˆ

(v)

(
ϕe
)T

HTfdv = 0

W e (r⃗, v⃗) =
(
ϕe
)T

ˆ
(v)

(
Be

L

)T

Sdv −
ˆ

(at)

HTFtda−
ˆ

(v)

HTfdv

 = 0
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3. Linearizált rész

DW (r⃗, v⃗) [u⃗] = D

ˆ
(V )

S · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV −
ˆ

(At)

v⃗ · F · t⃗0dA−
ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV

 [u⃗] =

= D

ˆ

(V )

S · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV [u⃗]−D

ˆ

(At)

v⃗ · F · t⃗0dA [u⃗]−D

ˆ

(V )

v⃗ · f⃗0dV [u⃗]

︸ ︷︷ ︸
0

=

=

ˆ

(V )

DS [u⃗] · ·F T · v⃗ ◦ ∇0dV +

ˆ

(V )

S · ·DF T [u⃗] · v⃗ ◦ ∇0dV +

ˆ

(At)

v⃗ ·DF [u⃗] · t⃗0dA

DS [u⃗] =
∂S

∂E
· ·DE [u⃗]

DE [u⃗] = D

(
1

2

(
F T · F − I

))
[u⃗] =

1

2

(
DF T [u⃗] · F + F T ·DF [u⃗]

)
DF [u⃗] = lim

ε→0

d ((r⃗ + εu⃗) ◦ ∇0)

dε
= lim

ε→0

d (r⃗ + εu⃗)

dε
◦ ∇0 = u⃗ ◦ ∇0

DF T [u⃗] = lim
ε→0

d (∇0 ◦ (r⃗ + εu⃗))

dε
= ∇0 ◦ lim

ε→0

d (r⃗ + εu⃗)

dε
= ∇0 ◦ u⃗

DE [u⃗] = D

(
1

2

(
F T · F − I

))
[u⃗] =

1

2

(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)
DS [u⃗] =

∂S

∂E
· · 1

2

(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)
= 2

∂S

∂C
· · 1

2

(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)
=

=
∂S

∂C︸︷︷︸
2C(4)

· ·
(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)

DS [u⃗] · ·F T · v⃗ ◦ ∇0 = F T · v⃗ ◦ ∇0 · · 2C(4) · ·
(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)
=

=
1

2

(
∇0 ◦ v⃗ · F + F T · v⃗ ◦ ∇0

)
· · 2C(4) · ·

(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)
=

=
(
∇0 ◦ v⃗ · F + F T · v⃗ ◦ ∇0

)
· ·C(4) · ·

(
∇0 ◦ u⃗ · F + F T · u⃗ ◦ ∇0

)
∇0 ◦ v⃗ · F + F T · v⃗ ◦ ∇0 = vi,jFik + Fjivi,k = Hil,jϕlFik + FjiHil,kϕl =

= (Hil,jFik + FjiHil,k)ϕl

vi,jFik + Fjivi,k → i = x, y, z
j = x
k = x

,
j = y
k = y

,
j = z
k = z

,
j = x
k = y

,
j = y
k = z

,
j = z
k = x

v⃗ ◦ ∇ · F =


H11,1F11 H22,1F21 H33,1F31 H14,1F11 H25,1F21 H36,1F31 · · ·
H11,2F12 H22,2F22 H33,2F32 H14,2F12 H25,2F22 H36,2F32 · · ·
H11,3F13 H22,3F23 H33,3F33 H14,3F13 H25,3F23 H36,3F33 · · ·
H11,1F12 H22,1F22 H33,1F32 H14,1F12 H25,1F22 H36,1F32 · · ·
H11,2F13 H22,2F23 H33,2F33 H14,2F13 H25,2F23 H36,2F33 · · ·
H11,3F11 H22,3F21 H33,3F31 H14,3F11 H25,3F21 H36,3F31 · · ·


︸ ︷︷ ︸

Be
L1

(ξ,η,ζ)
(6×3N)



ϕe
x1

ϕe
y1

ϕe
z1

ϕe
x2

ϕe
y2

ϕe
z2
...

ϕe
xN

ϕe
yN

ϕe
zN


︸ ︷︷ ︸

ϕ

(3N×1)

=
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=



∂h1

∂X
Fx

∂h1

∂X
Fyx

∂h1

∂X
Fzx

∂h2

∂X
Fx

∂h2

∂X
Fyx

∂h2

∂X
Fzx · · · ∂hN

∂X
Fx

∂hN

∂X
Fyx

∂hN

∂X
Fzx

∂h1

∂Y
Fxy

∂h1

∂Y
Fy

∂h1

∂Y
Fzy

∂h2

∂Y
Fxy

∂h2

∂Y
Fy

∂h2

∂Y
Fzy · · · ∂hN

∂Y
Fxy

∂hN

∂Y
Fy

∂hN

∂Y
Fzy

∂h1

∂Z
Fxz

∂h1

∂Z
Fyz

∂h1

∂Z
Fz

∂h2

∂Z
Fxz

∂h2

∂Z
Fyz

∂h2

∂Z
Fz · · · ∂hN

∂Z
Fxz

∂hN

∂Z
Fyz

∂hN

∂Z
Fz

∂h1

∂X
Fxy

∂h1

∂X
Fy

∂h1

∂X
Fzy

∂h2

∂X
Fxy

∂h2

∂X
Fy

∂h2

∂X
Fzy · · · ∂hN

∂X
Fxy

∂hN

∂X
Fy

∂hN

∂X
Fzy

∂h1

∂Y
Fxz

∂h1

∂Y
Fyz

∂h1

∂Y
Fz

∂h2

∂Y
Fxz

∂h2

∂Y
Fyz

∂h2

∂Y
Fz · · · ∂hN

∂Y
Fxz

∂hN

∂Y
Fyz

∂hN

∂Y
Fz

∂h1

∂Z
Fx

∂h1

∂Z
Fyx

∂h1

∂Z
Fzx

∂h2

∂Z
Fx

∂h2

∂Z
Fyx

∂h2

∂Z
Fzx · · · ∂hN

∂Z
Fx

∂hN

∂Z
Fyx

∂hN

∂Z
Fzx


︸ ︷︷ ︸

Be
L1

(ξ,η,ζ)
(6×3N)



ϕe
x1

ϕe
y1

ϕe
z1

ϕe
x2

ϕe
y2

ϕe
z2
...

ϕe
xN

ϕe
yN

ϕe
zN


︸ ︷︷ ︸

ϕ

(3N×1)

v⃗ ◦ ∇ · F =


H11,1F11 H22,1F21 H33,1F31 H14,1F11 H25,1F21 H36,1F31 · · ·
H11,2F12 H22,2F22 H33,2F32 H14,2F12 H25,2F22 H36,2F32 · · ·
H11,3F13 H22,3F23 H33,3F33 H14,3F13 H25,3F23 H36,3F33 · · ·
H11,2F11 H22,2F21 H33,2F31 H14,2F11 H25,2F21 H36,2F31 · · ·
H11,3F12 H22,3F22 H33,3F32 H14,3F12 H25,3F22 H36,3F32 · · ·
H11,1F13 H22,1F23 H33,1F33 H14,1F13 H25,1F23 H36,1F33 · · ·


︸ ︷︷ ︸

Be
L2

(ξ,η,ζ)
(6×3N)



ϕe
x1

ϕe
y1

ϕe
z1

ϕe
x2

ϕe
y2

ϕe
z2
...

ϕe
xN

ϕe
yN

ϕe
zN


︸ ︷︷ ︸

ϕ

(3N×1)

=

=



∂h1

∂X
Fx

∂h1

∂X
Fyx

∂h1

∂X
Fzx

∂h2

∂X
Fx

∂h2

∂X
Fyx

∂h2

∂X
Fzx · · · ∂hN

∂X
Fx

∂hN

∂X
Fyx

∂hN

∂X
Fzx

∂h1

∂Y
Fxy

∂h1

∂Y
Fy

∂h1

∂Y
Fzy

∂h2

∂Y
Fxy

∂h2

∂Y
Fy

∂h2

∂Y
Fzy · · · ∂hN

∂Y
Fxy

∂hN

∂Y
Fy

∂hN

∂Y
Fzy

∂h1

∂Z
Fxz

∂h1

∂Z
Fyz

∂h1

∂Z
Fz

∂h2

∂Z
Fxz

∂h2

∂Z
Fyz

∂h2

∂Z
Fz · · · ∂hN

∂Z
Fxz

∂hN

∂Z
Fyz

∂hN

∂Z
Fz

∂h1

∂Y
Fx

∂h1

∂Y
Fyx

∂h1

∂Y
Fzx

∂h2

∂Y
Fx

∂h2

∂Y
Fyx

∂h2

∂Y
Fzx · · · ∂hN

∂Y
Fx

∂hN

∂Y
Fyx

∂hN

∂Y
Fzx

∂h1

∂Z
Fxy

∂h1

∂Z
Fy

∂h1

∂Z
Fzy

∂h2

∂Z
Fxy

∂h2

∂Z
Fy

∂h2

∂Z
Fzy · · · ∂hN

∂Z
Fxy

∂hN

∂Z
Fy

∂hN

∂Z
Fzy

∂h1

∂X
Fxz

∂h1

∂X
Fyz

∂h1

∂X
Fz

∂h2

∂X
Fxz

∂h2

∂X
Fyz

∂h2

∂X
Fz · · · ∂hN

∂X
Fxz

∂hN

∂X
Fyz

∂hN

∂X
Fz


︸ ︷︷ ︸

Be
L2

(ξ,η,ζ)
(6×3N)



ϕe
x1

ϕe
y1

ϕe
z1

ϕe
x2

ϕe
y2

ϕe
z2
...

ϕe
xN

ϕe
yN

ϕe
zN


︸ ︷︷ ︸

ϕ

(3N×1)

∇0 ◦ v⃗ · F + F T · v⃗ ◦ ∇0 =

=



∂h1

∂X
Fx

∂h1

∂X
Fyx

∂h1

∂X
Fzx · · ·

∂h1

∂Y
Fxy

∂h1

∂Y
Fy

∂h1

∂Y
Fzy · · ·

∂h1

∂Z
Fxz

∂h1

∂Z
Fyz

∂h1

∂Z
Fz · · ·

∂h1

∂X
Fxy +

∂h1

∂Y
Fx

∂h1

∂X
Fy +

∂h1

∂Y
Fyx

∂h1

∂X
Fzy +

∂h1

∂Y
Fzx · · ·

∂h1

∂Y
Fxz +

∂h1

∂Z
Fxy

∂h1

∂Y
Fyz +

∂h1

∂Z
Fy

∂h1

∂Y
Fz +

∂h1

∂Z
Fzy · · ·

∂h1

∂Z
Fx +

∂h1

∂X
Fxz

∂h1

∂Z
Fyx +

∂h1

∂X
Fyz

∂h1

∂Z
Fzx +

∂h1

∂X
Fz · · ·


︸ ︷︷ ︸

Be
L
(ξ,η,ζ)

(6×3N)



ϕe
x1

ϕe
y1

ϕe
z1

ϕe
x2

ϕe
y2

ϕe
z2
...

ϕe
xN

ϕe
yN

ϕe
zN


︸ ︷︷ ︸

ϕ

(3N×1)
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S · ·DF T [u⃗] · v⃗ ◦ ∇0 = S · · 1
2

(
DF T [u⃗] · v⃗ ◦ ∇0 +∇0 ◦ v⃗ ·DF [u⃗]

)
=

= S · · 1
2
(∇0 ◦ u⃗ · v⃗ ◦ ∇0 +∇0 ◦ v⃗ · u⃗ ◦ ∇0) =

5


