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摘要

本文整理 Ref/ 中各类费米子模型所使用的 Grassmann 张量网络构造，目标是把文献中
的手工推导转化为可验证的符号算法。共同核心是：把每个最近邻 hopping 矩阵分解成有限
个秩一通道；在每条有向键上引入成对辅助 Grassmann 变量；随后逐格点积掉原始费米子变
量。由此得到的局域多项式就是基本 Grassmann 张量，其辅助变量构成张量腿，其多项式系
数构成普通系数张量。

1 问题与适用范围

考虑 d 维超立方格点上的 N 分量费米子。二次型最近邻作用量统一写成

S2 =
∑
n

ψ̄(n)(Dψ)(n), (1)

Dab(n,m) =Wab(n)δn,m +
d∑

µ=1

(Xµ)ab(n)δn+µ̂,m +
d∑

µ=1

(Yµ)ab(n)δn−µ̂,m. (2)

允许再加入任意局域偶 Grassmann 多项式 Sint(n)，例如四费米相互作用。规范场可作为 Xµ, Yµ

的玻色系数保留，待费米子积分后再离散化或积分。有限温哈密顿量问题先用相干态和 Trotter分
解化为这一形式。

2 普适推导

2.1 逐键秩一分解

对每个有向 hopping 矩阵作奇异值分解

Xµ = UXµ ΣXµ (V
X
µ )†, Yµ = UYµ ΣYµ (V

Y
µ )†. (3)

只保留非零奇异值，故一条键所需辅助分量数分别是 Kµ = rankXµ 和 Lµ = rankYµ。符号矩阵不
一定适合直接做 SVD；程序接口因此也应允许用户直接给出任意精确秩一分解 X =

∑
c ucscv

†
c。
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2.2 辅助 Grassmann 恒等式

单通道使用恒等式

e−sχ̄χ =

∫
dη̄ dη e−η̄η−χ̄η+sη̄χ. (4)

对 Xµ 与 Yµ 分别引入 ηµ,c 与 ζµ,c。在格点 n 收集所有含原始场 ψ(n), ψ̄(n) 的因子后，局域基本

张量为

Tn =

∫ N∏
a=1

dψa(n)dψ̄a(n) e−ψ̄Wψ−Sint(n)

× exp
[∑
µ,c

{
−
(
ψ̄UXµ

)
c
ηµ,c(n) + sXµ,cη̄µ,c(n− µ̂)

(
(V X
µ )†ψ

)
c

}]
(5)

× exp
[∑
µ,c

{(
ψ̄UYµ

)
c
ζ̄µ,c(n− µ̂) + sYµ,cζµ,c(n)

(
(V Y
µ )†ψ

)
c

}]
. (6)

所有指数都因幂零性而有限截断，所以这一步完全适合精确符号计算。

定义有序多分量腿

Ψµ = (ηµ,1, . . . , ηµ,Kµ , ζµ,1, . . . , ζµ,Lµ), (7)

并把共轭腿按逆序排列

Ψ̄µ = (ζ̄µ,Lµ , . . . , ζ̄µ,1, η̄µ,Kµ , . . . , η̄µ,1). (8)

逆序是避免收缩时产生额外符号的约定，不是可忽略的排版选择。最终

Z = gTr
∏
n

TΨ1(n)···Ψd(n)Ψ̄d(n−d̂)···Ψ̄1(n−1̂). (9)

2.3 从 Grassmann 多项式到系数张量

将每个辅助变量的占据数记为 i ∈ {0, 1}。按固定腿序展开

T =
∑
i

TiGi, (10)

其中 Gi 是对应的规范序 Grassmann单项式，Ti 是普通复数或符号系数。偶作用量给出严格的总
奇偶选择规则

Ti = 0 if
∑
k

ik = 1 (mod 2). (11)

程序必须同时保存变量顺序、积分测度顺序和腿顺序；只比较打印后的多项式不足以判定两个张

量相同。

3 可执行算法

给定模型后按以下顺序执行：

1. 固定配分函数号约定、格点方向、边界条件、原始场顺序和 Berezin 测度顺序。

2. 把作用量规范化为局域项 W + Sint 及有向最近邻项 Xµ, Yµ。
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3. 对每个 hopping 矩阵求数值 SVD，或读取用户给出的精确秩一分解；删除零通道。

4. 为每个通道生成唯一辅助 Grassmann 对，并记录其所属方向、朝向和张量腿位置。

5. 构造上述局域指数，有限展开，按文献指定测度积掉原始场。

6. 规范序所有剩余单项式并化简系数，得到 T 和稀疏系数张量 Ti。

7. 做三类验证：总 Grassmann 偶性；逐系数文献对照；小尺寸格点上与直接费米子积分或行
列式对照。

4 第一基准：自由 Wilson 与 staggered 费米子

二维 Wilson 情形采用 r = 1，W = (M + 2)I。文献附录 B 将两个方向的 hopping 写成

Ux =
1√
2

(
−1 −1

−1 1

)
, Ut =

(
−1 0

0 −1

)
, V †

µ = −Uµ. (12)

每个方向的前、后向矩阵各只有一个非零通道，因此 Ψµ = (ηµ, ζµ)、Ψ̄µ = (ζ̄µ, η̄µ)。实现文件为

examples/Free_Wilson_and_Staggered.jl。它直接从局域指数做符号积分，并把结果逐系数与
式 (B.4) 对照。

二维 staggered 情形只有一个原始分量，

S =
∑
n

χ̄(n)

[∑
µ=x,t

pµ(n)
χ(n+ µ̂)− χ(n− µ̂)

2
+Mχ(n)

]
, (13)

其中 px = 1、pt = (−1)nx。单格点积分最多留下二次辅助场项，代码结果逐系数对照式 (B.6)，并
显式保留 pt，因此同时覆盖偶、奇 nx 两类张量。

4.1 附录公式的一致性审计

为避免把排版公式无条件当成真值，程序同时保存两份对象：由作用量和式 (3.10) 直接积分
得到的 tensor，以及逐字转录附录公式的 published_tensor。两者只有在每个 Grassmann 单
项式的系数均相等时才算通过文献复现。

对单分量 staggered 场，任意合法的局域指数都可写为

−Mχ̄χ+ χ̄A+Bχ, (14)

其中 A,B 是辅助变量的 Grassmann 奇线性组合。因此∫
dχdχ̄ e−Mχ̄χ+χ̄A+Bχ = −M +AB, (15)

其双线性系数矩阵必为秩一。对 arXiv v2 原始 TeX 中的式 (B.6)，选取行 (ηx, ζ̄t) 和列 (η̄x, η̄t)

得到子式

det
(
−1/2 −1/2

+1/2 −1/2

)
= 1/2 6= 0. (16)
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这与上述秩一必要条件冲突。更强地，记印刷式去掉常数项后的二次型为 Q，直接外代数计算在

pt = ±1 时均给出 Q2 6= 0，且各含 16 个非零四次单项式；而任何 Q = AB 必有 Q2 = 0。因此

式 (B.6) 的逐字版本不可能是在其声明约定下由单分量局域积分产生的基本张量。按式 (3.10) 直
接积分，需要翻转六项的符号：

ηxζx, ptηxζt, ζ̄xη̄x, ptζxηt, ηtζt, ζ̄tη̄t. (17)

其余十项、常数项和 Grassmann 偶性一致。穷举四对辅助场的全部 24 种成对相位重定义后，最

大系数误差仍为 1，故差异也不是简单 SVD相位。本项目保留该文献转录为明确的 broken check，
同时以作用量直接推导结果作为可收缩张量；这项局域代数结论不依赖小格点数值实验，也不擅

自替作者判定勘误来源。

Wilson 的式 (B.4) 已通过双轨审计。前向矩阵 Xµ 对应组合分解中 δ(n+ µ̂,m) 的第二通道，

后向矩阵 Yµ 对应 δ(n− µ̂,m)的第一通道；采用文献隐含的时间方向 SVD相位 ηt, ζt 7→ −ηt,−ζt
后，在 256-bit 精度及三个独立 D 值上，最大逐系数误差为 3.5× 10−77。

4.2 简单二次模型

第二个基准采用二维单分量作用量

S = −t
∑

n,ν=1,2

[
ψ̄(n+ ν̂)ψ(n) + ψ̄(n)ψ(n+ ν̂)

]
+m

∑
n

ψ̄(n)ψ(n). (18)

记 q =
√
t。按文献式 (12)–(14)，每个方向引入 (Φν ,Ψν) 及其对偶，局域张量为

Tn =

∫
dψdψ̄ e−mψ̄ψ

2∏
ν=1

eqψ̄Φ̄ν(n−ν̂)eqψ̄Ψν(n)eqψΦν(n)e−qψΨ̄ν(n−ν̂). (19)

文献固定的腿序是

(Φ1,Ψ1,Φ2,Ψ2, Ψ̄1, Φ̄1, Ψ̄2, Φ̄2). (20)

实现文件为 examples/Simple_quardratic_model.jl。独立组合代数和程序均得到 17个非零局

域单项，并对式 (16) 的全部 28 个占据配置逐项相等；单格点周期闭合进一步恢复 Z = 4t−m。

4.3 单味 Gross–Neveu–Wilson 模型

第三个基准在 Wilson 二分量费米子上加入化学势与局域四费米作用。令 D = m+ 2r，则原

文作用量的局域部分可化为

Sloc = D(ψ̄1ψ1 + ψ̄2ψ2)− 2g2ψ̄1ψ1ψ̄2ψ2, (21)

从而

e−Sloc = 1−Dψ̄ψ + (D2 + 2g2)ψ̄1ψ1ψ̄2ψ2. (22)

这说明超局域相互作用不改变逐键秩一分解，只改变物理场积分前的有限 onsite 多项式。四个
Wilson hopping 矩阵均只有一个非零奇异通道；记 z = eµ/2、s = 1/

√
2，八条腿按参考式固定为

(η1, ξ1, η2, ξ2, ξ̄1, η̄1, ξ̄2, η̄2). (23)

实现文件 examples/Single_Flavor_Gross_Neveu_Wilson.jl 一条路径直接积分作用量，另一
条路径独立编码参考式 (24)–(30) 的相位、Ā 和 A。全部 28 个系数均一致。审计中还确认式 (26)
的 (−1) 指数末项是未加撇的 j2；把 PDF 文本抽取结果误读成 j′2 会恰好造成六个质量项错误。
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4.4 带 θ 项的 Schwinger 模型

该模型首次同时包含 Grassmann 场和连续规范链变量。对 staggered 费米子，令 uν = eiπaν、

p = (−1)n1、s = 1/
√
2，附录 C 的局域费米张量仍由单分量积分得到；腿序为

(ζ1, ξ1, ζ2, ξ2, ξ̄1, ζ̄1, ξ̄2, ζ̄2). (24)

这里必须采用文献的测度 dχ̄dχ，所以质量常数项为 +m。链变量只作为可交换系数进入

ui1−j11 ui2−j22 . (25)

全部 28 个系数与式 (C.4) 一致。
θ 项并不改变 Grassmann 积分，而是进入普通的规范 plaquette 张量

T (g) ∝ exp
[
β cos(πf) + θ

2π
log eiπf

]
, (26)

其中对数取主值，f 是四条离散链变量的有向和。因此自动化接口应把费米张量编译与玻色系

数/求积层分开，再通过共享链指标组合。实现见 examples/Schwinger_model_theta_term.jl。

5 模型差异与实施顺序

模型 在统一流程上的新增结构

Free Wilson and Staggered 二分量 Wilson hopping 的秩一通道；staggered 相位；作为
符号和腿序基准。

Simple quadratic model 最小单分量示例，用于验证逐键展开、收缩测度及小格点精

确配分函数。

Single Flavor Gross-Neveu
Wilson

Wilson 二分量场、化学势及局域四费米项；需匹配文献的镜
像/测度约定。

Schwinger model with θ

term
hopping 中含 U(1) 链变量，另有 plaquette 玻色张量和拓扑
项；先积费米子，再处理规范积分。

two-color QCD SU(2)颜色双分量辅助场、Haar积分及规范 plaquette张量；
需验证颜色和腿压缩前的基本张量。

NJL staggered 费米子与局域多费米相互作用；局域 Boltzmann
因子需精确有限展开。

1D Hubbard 自旋上下两分量、空间双 hopping 通道、时间离散与 Un↑n↓

局域项；最终与附录的一般 d+ 1 维式对应。

6 面向最终自动化接口的设计约束

最终编译器不应只接收一个已展开多项式，而应接收结构化作用量：场、格点方向、局域项、

有向 hopping 项、玻色系数和边界条件。输出至少包含：基本 Grassmann 张量、腿元数据、稀疏
系数张量、键收缩测度以及从输入项到辅助通道的可追踪映射。符号 SVD 不稳定时，精确秩一
分解必须是一等输入；这对含参数、规范链变量和文献特定规范的模型尤其重要。
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7 符号与一致性检查清单

• 明确 Z =
∫
e−S，不要在 hopping 分解时重复改变符号。

• 文献的 dψ dψ̄ 顺序和程序实际右作用顺序必须一致。

• 共轭多分量腿必须按指定逆序；改变腿序时需同步计算置换符号。

• 辅助场的重标度具有规范自由度；与文献比较时必须采用同一重标度，而不只比较收缩后的
Z。

• 符号比较应逐单项式化简系数，不能依赖字符串相等。

• 每个基本张量在偶作用量下必须为 Grassmann偶；小格点闭合网络必须恢复直接积分结果。

8 Two-color QCD 模型记录

该模型把规范链变量推广到非阿贝尔 SU(2)，同时 staggered 费米子带有两个颜色分量。作
用量为

Sf =
∑

n,ν=x,t

pν(n)

2

[
eµδνtχ̄(n)Uν(n)χ(n+ ν̂)− e−µδνtχ̄(n+ ν̂)U †

ν (n)χ(n)
]
+m

∑
n

χ̄(n)χ(n), (27)

其中 px = 1、pt = (−1)nx。每条链引入 N = 2 分量的两类辅助场 ην , ζν。固定格点 n 后，原始

颜色场的局域积分可写为

F =

∫
dχ1dχ̄1dχ2dχ̄2e

−m(χ̄1χ1+χ̄2χ2)(1 + χ̄1A)(1 + χ1B)(1 + χ̄2C)(1 + χ2D), (28)

因此

F = ABCD +m(AB + CD) +m2. (29)

这里 A,C 收集连到本站点的未加杠 η 以及来自负方向链的 U †ζ̄，而 B,D 收集来自负方向链的

Uη̄ 以及本站点出发的 ζ；例如

A = −ηx,1 − ηt,1 + (U †
x)11ζ̄x,1 + (U †

x)12ζ̄x,2 + (U †
t )11ζ̄t,1 + (U †

t )12ζ̄t,2, (30)

B =
1

2
[−(Ux)11η̄x,1 − (Ux)21η̄x,2 − a+(Ut)11η̄t,1 − a+(Ut)21η̄t,2 + ζx,1 + a−ζt,1], (31)

其中 a± = e±µpt(n)，C,D 由颜色 1 → 2 得到。四条腿为

X = (ηx,1, ηx,2, ζx,1, ζx,2), T = (ηt,1, ηt,2, ζt,1, ζt,2), (32)

加杠腿按文献约定逆序写作

X̄ = (ζ̄x,2, ζ̄x,1, η̄x,2, η̄x,1), T̄ = (ζ̄t,2, ζ̄t,1, η̄t,2, η̄t,1). (33)

若加入 diquark source，则同一局域积分给出

Fλ = ABCD +m(AB + CD) + iλ(AC +BD) +m2 + λ2. (34)
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有限 β 的规范部分不改变 Grassmann 积分，而是以随机 Haar 采样近似

Gijkl = K−2 exp
[
β

2
Re Tr(UiU †

jU
†
kUl)

]
, (35)

再把 T = F · G 作为基本初始张量，每条超腿为 q = (qf , qg)，维数为 22NK = 16K。实现见

examples/two_color_QCD.jl；程序从局域积分自动生成 F，并独立对照附录 A 的 ABCD 公

式验证。服务器测试显示无 source 时有 733 个非零项，含 source 时有 785 个非零项，二者均逐

Grassmann 单项相等。

9 NJL 模型记录

该文献采用四维 Kogut–Susskind 费米子。取 a = 1 后，作用量为

S =
1

2

4∑
n,ν=1

ην(n)
[
eµδν4χ̄(n)χ(n+ ν̂)− e−µδν4χ̄(n+ ν̂)χ(n)

]
(36)

+m
∑
n

χ̄(n)χ(n) (37)

− g0
∑
n,ν

χ̄(n)χ(n)χ̄(n+ ν̂)χ(n+ ν̂). (38)

每个方向引入三位整数指标 iν = (iν,1, iν,2, iν,3)。前两位来自正、反向 hopping 的 Grassmann 分
解，第三位来自四费米项

eg0χ̄χχ̄
′χ′

=

1∑
i=0

(
√
g0χ̄χ)

i (√g0χ̄′χ′)i . (39)

重命名 x = i1、y = i2、z = i3、t = i4 后，初始张量按文献写成

Tn;txyzt′x′y′z′ = In;txyzt′x′y′z′Sn;txyzt′x′y′z′Gn;txyzt′x′y′z′ . (40)

其中 I 是原始单分量 Grassmann 场的局域积分。令 r =
√
g0、u = eµ/2，则

I = (−1)n1(y1+y2+z1+z2+t1+t2)+n2(z1+z2+t1+t2)+n3(t1+t2)

(
−1

2

)N
rMut1−t2+t

′
1−t′2 (41)

×
[
−m ∆̄0∆0 + ∆̄1∆1

]
, (42)

这里N 是全部未加撇和加撇指标中通道 1, 2的占据数，M 是全部通道 3的占据数。两个Kronecker
因子分别检查本站点被插入的 χ̄ 与 χ 次数是否为 q：

∆̄q = δt1+t3+x1+x3+y1+y3+z1+z3+t′2+t′3+x′2+x′3+y′2+y′3+z′2+z′3,q, (43)

∆q = δt2+t3+x2+x3+y2+y3+z2+z3+t′1+t′3+x′1+x′3+y′1+y′3+z′1+z′3,q. (44)

文献的 G 还包含特定顺序的 Grassmann 测度和边双线性，例如未加撇腿按

(Φ̄tΦt)
t1(Ψ̄tΨt)

t2(Φ̄xΦx)
x1(Ψ̄xΨx)

x2(Φ̄yΦy)
y1(Ψ̄yΨy)

y2(Φ̄zΦz)
z1(Ψ̄zΨz)

z2 (45)

排列；由此产生的交换号 S 必须单独保留。实现见 examples/NJL.jl：代码分别实现 I、S 和 G，

并对全部 73 个可能非零的局域积分候选、八种空间奇偶 (n1, n2, n3) 逐项验证文献式 (2.11) 与正
规序 Berezin积分一致；式 (2.15)的 S 与式 (2.14)的测度顺序作为张量元数据保留。该模型说明，
当文献把测度也纳入 Grassmann张量定义时，自动化接口需要同时输出 coefficient、monomial和
measure order 三类元数据。
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10 1D Hubbard 模型记录

该模型从自旋 1/2 Hubbard 哈密顿量的路径积分形式出发。取空间晶格间距 a = 1，离散时

间步长为 ϵ，作用量可写为

S =
∑
n

ϵ ψ̄(n)

[
ψ(n+ τ̂)− ψ(n)

ϵ
− t{ψ(n+ σ̂) + ψ(n− σ̂)}

]
(46)

+
∑
n

[
Uϵ

2
{ψ̄(n)ψ(n)}2 − µϵψ̄(n)ψ(n)

]
, (47)

其中 ψ = (ψ↑, ψ↓)
T。Appendix A 对一般 d+1 维情形给出辅助场分解；在 d = 1 时，文献腿序为

Ψσ = (ησ,↑, ησ,↓, ζσ,↑, ζσ,↓), Ψτ = (ητ,↑, ητ,↓), (48)

以及反向腿

Ψ̄τ = (η̄τ,↓, η̄τ,↑), Ψ̄σ = (ζ̄σ,↓, ζ̄σ,↑, η̄σ,↓, η̄σ,↑). (49)

令 q =
√
tϵ、h = 1 + µϵ、Ue = Uϵ，局域因子为

exp[−Ueψ̄↑ψ↑ψ̄↓ψ↓ + h(ψ̄↑ψ↑ + ψ̄↓ψ↓)]. (50)

空间 hopping 产生 ησ, ζσ 两类通道，时间方向只产生 ητ 通道。因此 d = 1 的基本张量有 12 个二

进制腿指标。实现见 examples/1D_Hubbard.jl：一条路径直接调用局域 Berezin 积分生成张量；
另一条路径按 Appendix A 的 Taylor 标签逐项选择因子，再做局域积分并投影到文献腿序。全部
212 = 4096 个占据配置逐项相等，最终张量有 100 个非零项。

这个模型和 NJL 一样提醒我们：文献式 (A8)–(A10) 中有部分符号来自辅助场及测度的重
排。如果目标数据结构只保存 Grassmann 单项而不显式保存测度对象，就应把这些重排号作为
metadata，而不能重复乘入投影后的 coefficient。最终自动化接口因此至少应暴露三层信息：局
域积分系数、外部腿单项顺序、以及用于网络收缩的测度/排序约定。

11 Nearest-neighbor compiler layer in code

The symbolic implementation now separates the universal local Grassmann integral from the
model-dependent decomposition. A compiled nearest-neighbor tensor specification contains

T =

∫
Dψ exp[−Sonsite(ψ, ψ̄)]

∏
c

exp[Bc(ψ, ψ̄; ηc, η̄c)], (51)

together with the external leg order, channel tags, and metadata needed to compare with a paper
convention. In the Julia source this is represented by LocalChannel, NearestNeighborTensorSpec,
and compile_nearest_neighbor_tensor. The higher-level structured interface NearestNeighborAction
collects onsite terms OnsiteTerm and factorized nearest-neighbor hopping terms FactorizedHoppingTerm,
then lowers them to the same tensor specification by nearest_neighbor_tensor_spec. A rank-
one hopping factor

exp{L(ψ, ψ̄)R(ψ′, ψ̄′)} (52)
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is entered after Grassmann Hubbard–Stratonovich splitting as two local channels, for example

BL = αLη, BR = βη̄R, (53)

with the signs and square-root normalisations fixed by the reference convention. The compiler
does not hide this choice: it records the resulting leg order and the channel tags, because the ex-
amples above show that the same closed partition function may correspond to different published
elementary tensors if auxiliary legs or Berezin measures are reordered.

This layer is therefore “universal” in the following precise sense. Once an arbitrary nearest-
neighbor fermion action has been decomposed into onsite terms and local channel exponents,
the package can derive the elementary Grassmann tensor by symbolic expansion and Berezin
integration. The remaining model-specific work is the exact channel decomposition itself: dense
hopping matrices, gauge link sums, source terms, and four-fermion interactions must be factorized
into a finite list of local channels before invoking the compiler. For the models audited in this
document, those decomposition rules are encoded in the corresponding files under examples/.
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