
������ ����������� ����� ������� ��� �����

����� ��������

������� ��� ����

� ������������

��� ����� ����� �� ����������� � ��������� ��� ������������� ����� �� � �� ��� ����� ����� ������� �� ���
��� ������� ��� ���� ���� ����� ������� ����� �� ������� ��� ������ ���������� ����� ������������
�������� ������� ��� ��� ����������� ��������� ������ �� ����������� ������ ��������� �� ��� ��� ��
���� �� ��� ������� ����� ����������� �� ������� ��� �������� ����� �������������� ��� ��� �������� ����
������ �� ����� ��� ������

��� ���������� �������������� �� ����������� ���������� �� ���� �������� �� ��� ������ ������� ��� ��
����� �� ���� ������� ���������� �� ������ ����� �� ������ ����� �� ����� ���� ����� ������� ������ ���
������� �� ������ ��� ������ ��������� ������ ������� ��� ����������� �� ��� ������� ����������� ��
������ ��� �� ����� �� ����������������������������� ��� ������� ����������� �� ��� ���������� ����
�� ��� ������� ��� �������� �� ��� ��������

���� ������� �������� ������ ����� ��� ������� ��� ��� ��� ��������� ������� ��� ��������� ��� fi���
�� ����� �������� ���� � ������� �� �� ����� ����� ��� ������ ������� ���� �� ������ ����� ��������� ����
��� ����������� ��� ����� ��� ������� �� ��� ������� �� ��������� �� ����� �� ���������� ������ �����
�� ��� ������� ������� ����� �� ��������� �� ������� �� ��� ������� ��� �� ������� ���

�� ��� ��� ����� ���������������� �������� �� ���� �� �� � ��� ��������� ��

���
��

�

�

�∑
���

��� ���
���� � �

�∑
���

���� � ���

����� � �� ��� ������ �� ������������� � �� ��� ������ �� ��������� ���������� ���� ������ �� �������
�� �� ��� � � � �� ��� ����� �������������� ��������������� �� ���� ������� � � � ����� ����� ����
��� �� ��� ����� ��� �� ��� �������� ����� ������ � �������������� ����� �� �� ������

���� � �� ���� ���

����� ������ ��� �������� �� �� �� ����� � ��� ������� �������� ��� ��� ����� �������� �� ��� ������ ����
� � ������� ���� ���� � � � � ��

��� ����� �������� ����� ����� ���������� � ������ ���� ��������� ���������� � ���� ���� �����������
���������� ��� ��������� � ��������� ��� � ������ �� ������� �������� ����������� ��� �� ������� � �������
��������� ������ ��� ��������� �� ���������

�������� ������ ����� ������� �� ���� �� ������ ������

��� ����� �������� ��� �� �������� �� ����� ���� ��� �������� ������ ����� ������� ������� ���������
������

��� ������ ����� ��� ���� ������ �������� ����������� ���������� �� ����������� ������ ������� �� ������� ����� ����
�������� ����� ��������

�

https://glmnet.stanford.edu/


� ����� �������

� ����� ������� �� ��� ����� ������ �� � �����fi������ ��� �� ����� ��� ���� ������ �� ��� ������ ��
��������

�� ����� ��� ��� ����� �������� ����������� � ������ ������� � ������ �� ������ ��������� �� � ��������
��

�� ����� ��� ��� �������� ��� ������ �� � ������ �� �� ���� �� ��� �� ����� ���� ��� ������ ���� ��
�������� ��������������

�� ������� �� �������� ������� �� ������ ��� ��������� � ������ �� � ��������������� ��������� ��������
�������� �� � ��� fi������� �� � ����� ����� ���� ����� �� ��� ������ �� ������������� �� �� ������� ���� ���
������ �� ����������� �� �� ��� ���� � ������� ��������� ���� � ������ ��� �������� ����� ������� � �
��� � � � ��� �������� ���� �� � � ��� ���� ����� ������ ��������
�� ������� ����� ��� ������� �� �����fi��� ��� ������� �� �� �� ������� ���� ����� �� ���

�� ���� ��� ���� �� ������� � �������� ���������� ��� ���� ���� �������� ��� ������� �������� � �������
�������� ������������������ ����� ����� �� �� ����� ���������� ��� fi��� ��� ������ ��������� ����
������� ���� ��� ������� � ��� ��� ������ �� ������� ����� ��� ����� ���������� �������� ��� �� ����
�� ���� ��� ������� �� �� ���� ��� ������� ������ ��� ������ ��� ������ ���������������� �� �� ��� ����
�� ��

����������� � ������������������ ��� ������

��� ��������� �������� ����� �� � � ��� �������� �������� � � � � �������� �������
�� �� ������ �� �� ������ ���������� �� � �� ����� ������ ���������� ��

����������� � ������������������ ��� ������

����� �� ������� � ��� �� ����� ������ ���������� ��

����������� � ������������������ ���� ������

����� ����� ����������� �� ���� �� ��������� ������

� ������ ����� ������ �� ��� ��������� ������ �� ������� � ������� ������ �� ������ ��������������� ��
��� ����� ��� ������� �� �� ������� ��������������� �������������� �� � �������� ����� �� ���� ��������
��� �� ��� ���� ��� ������� ������������ �� ����� ������ ��� �� ��� �� �� ��� ��������� ������� ��
��������� ������ �� ��� ������� �� ��������������� ���� �� ������ �� ���

������� ����� ������ �� ���������� ���� ��� � ������� ����� �� �� ������� ���� ����� ������ ��� � �������
������ �� ����������� ����� ��� �������� ������ �������� ������� �� �� � ����� ����� ��� �������� ��������
������� �� �� � �� � �������� ���� ������ �� ���� ������

��� ������� �������� ����������� �� ���� �� ��� �������� �� ��� ������ �������� �� ������ ��� ����
��������� �� ��������� �� ��� ������� ����� �� ����� �� ��� ��������� ������ ���������� ���� � ������
����� �� �� ����������� �� � ����� �� � ������ ����� � ���fi�� �������� ������� ��� ��������� ���� ��������
�� ��������� ������ ��� ������� � ��� ����� ����������� ��� ���������� ��� ������ �� ������� � �����������
����� ����� ��� ���� �� ����� ������

� ���������� ���� � ������ ��������������

������� �� ���� ���� ������������ �� ���� ������ � ��� ���� � ����� � � ��� �������� ��� �� ���� ��
����� �� ��� fi��� ���� ������������� ����� � � ���� ���� ������� ��� ��� ��������� ���� ��� ����� ��� ���
���� ��� ��� ����������������� �� ����� ���� ���

��� ��� ������� �� ����� ����� � ���� ����� ����� �� � ���� � � � ����� ���� ����� �� � ��������� ������

�



������� �� ����� ����� ��������

��� ������� ���

����� �����

������� ���������

� ��� ��� �������� ���� �� ����������� �� ��������

���� ���������� ������� ���������������

� ��� ��������� �������� ���� �� ��� ������ ����� ��� ��

� ������ ��� ��������� ���������� ���� �� ������� ������

������ � � ����������

���� � � �������������������������������

� ��� �������� ������ �����

���� � ����

� ������ � ���� �� ���

���� � � � �� �� �� �

�� ���� �� �

� ������ ��������������

������ � � �������� �� ������� � �����

���� ���� �� �

� �������� �������� �� ����� ����������

������ � � �������� �� ��������������

����

� �������� ������� ���� ����� ����������

������ ����� � ������������� ������������ ����������

������ � � �������� �� ������

�����

� ��� ������� ������ �����

���� ���� ����

� ���� � ���� �� ����� ������������� �����

������ ���� � ������������� ��

������ � � ������������������ �����

����� �

������ ����� � ������� � ����

���� � ����

������ � � �������� �� ������

����� ���� fi�� ��� ��������� �� ��

� �� ��� ���� ������ �� � � � ���ffi������� ��������� �� ���������������� ������ �� ��� �� � �� �����
���� � ���� ���� � ���������

� ���� � ������ ������� ���� ��� �������� ���ffi�������

� ���� � ���� ����������� ��� ���������� ���� �������� ���ffi�������

� ����� ��� ���� ����� ��� ��� ������������ �����

� ������� ��� ����� �� � � � ����� ��� ��� ������

�



� ����� ��� ��������� ����� ���������� ��� ��� ������

� ��� ���ffi����� �� �������������� ��
∑

�� � �����
∑

�� � �����

� ���� ��� �������� ����������� ��������� ��� ��� ��������� ������

� ����� ��� ������ �� �������� ������������ �����

� ������ ��� ����� ����� �� ��

� ������� ������� ����� ��� ��������������� �� ����

�� ���� ������ ����� �� ����� �� ��� ���ffi����� �� ������������� ������ ��� ��� ��� �� ����� ��� ����
���� ���� ����������� ����������� ������ ���� ���� fi���� �� ��� ����� �� ��� ������� ����������� �������
� ��� ���

� ��������� � ����� �� ���������������

������� �� ���� �� ������� ������� ���� ��� ������ �� �� ����� ��� ��� �������� ����� �� ����� ����
������ ��� ����� ������ ���

������ ���� � ��������� � ���

���� � ����

������ � � �������� �� ������

�� ���� ���� ��� ���� �� � ������ ������� ��� ���� ���ffi����� ������ ��� ���� � ���� ������ ��� � �������
��� ������� �� ��� ����� ���� �� ������ ������� �� ������ �� ������� ����� ���������� �� ��� ��� ���
���� �� ������������� �� �������� ��� ������ ���� ��������

� ������ ��� � ����� ����� �������� ��� �������� ��� ������

� ������� ��� ������� ����� �� ����� �� ��� ������ �� � �������

��� ��� ��������� ����� �� ���������� �� ����� �� ���� ��� � ����� ��� �� ����� �� ��� �� ��� ���������������
����� �� ��� ��� �� ������� ���������� ��� ����� ��� ������ �� �������� ���ffi������ ��� ��� ����� ��
���� ��������� ��� ������� � ����� ����� �� ��� ������ ������������� ����������� �� � ������ �������
������ �� ��� ��� ������� ���� ���� ��� ����� ��������� ������ ���� ��� �ff�� ���� � ����� ��� �� ������ ��
�������� ������������� ����� ���� ��� ��� �� ��� �� ������ �� ��������� ��� �ff���������� �� ������������
���������� ���� �������� ���

���� �������� � ������ ��� �����fi��� ��� ������ ��� ��� ���� ��� ����� �� ��� �������� ���ffi������ ���
���������� ���������� �������� ���� � � ����� ���� ��� �����������

� ���������� ��� ����� ����������

��������� ��� ������� � ���� ��� ������ �������� ������ �� ��� ��� ���� �� ����fi������ ��� ��������
������ �� �� ������ ��� �������� ���� ���� ������� ��� �� ����� ����������� ��� ��������� �� ���� ���
�������������

��� ���� � ������ ����

������ � �

���

��� ���� ����� ����

��� ��� ���������� ������ �� ��� ���������� �� ����

��� ���� � ������ ����

������� ����������� ���������� ����� ���� ��� ������� ��� ����

������ �� ������ � ��� ��� ����

���

���

�



�� ���� ������� ����������� ���������� �� ��� ���� �������� ���� ����� ��� � ����� ���� ������ ��� �����
����� ��� �� ��� ����� ��������� ��� ������� ���� �� ����������� ������������ �������

��� ������� ��������� ���� ����� ���������� ��� �� ������� �� ��� ��������� ������ ������ �� ������ ���
�� ��������

� ���������� �������� ������� ��� ����� ����� ���������� �����������

� ������� �������� ��� ������ �� ����� ���������� ������� ����

� ���������� �������� ������� ��� ����� ������ �� �������� �������� ���������� ������� ���

� ����� �������� �������� ���� ���� ��������� �� ��������� �� ������� � �����fi� ���� ��� ��� �������
������ ��������� ��� ��� ��� ������� ���������� ��������

�� ������� ��� ����� ��� ������ �������� �� ������ �� ��� �������� ���� ��� ��������� �� �����������
������������� �� ��� �� ����� ������ � �������� �� ��� ��� ����� ��� � �����fi��� ������� � ������� ������
�� ������� ��� ����� ��� �� ������������ ��� ��� ���� �������� ������ �� ������� �������� �� ��� ������
�� �������� ������������ �� ��� ������ �� ������ ����� ����� ���� ��� ����������� �������� ������������
��� �������� ���� ����� �� ����������� �� �� ����� �����������

���� ����� ���������� �� �����fi�� ����� ���� ����� ���� ����������� �� ��� ����������� �� ��� ������ ��
� ����� � ������� �� ����� �� ����� ������

� ��� ��

�������� �������� ��������

�������� �������� ��������

�������� �������� ��������

�������� �������� ��������

��� ��� ����� �� ��� ���� ������ ��� ������ ��� �� �� ��� �������� ������ �������� �� ��� ������� ���
���� ������ �� ��� �������� ������ �� ���� � ���������� ������� ������� ��� ���� ��� ������ ���
������ �� ��� ����� �������� ������ ��� ������ ���

����� �� ����� ���� ���� ������� �� ������ ��� ���������� ��� � ����� ���� ��������� ��� �� �����
��������������� ���� ��������� �������� �� ����������� ������� ������ ��� ������� � ���� �������� �� ���
������ ��� �������� ����� �� ��� �������� ����� ����� ���� ��� �� ��� �� ���� �� ��� �� ��� ��� ����
������ ��� �� ��� ���� ������ ����� ��� ����fi� �� ��� ����� �� ����������

����� ����� ����������� ��� ������ �������� �� ����� �������� ��� ���� ���ffi����� ������ ���� ������ ���
����� �� ��� ��������� �� ��� ���� �������� ����� ����� ��� ��� �� �� ���� ����� ��� ������� �� ���� �� ���
��� ����� ��� ���� ������ ��� ������ �������������

� ��������� ��������� ������

������������ �� ������������� ���������� �� �� ������ ��� ���� �� ��� ���� ���� ����������� ����������� ��
������ ������������� ����������� ������� ������������� fi���� ������ �� ��� ���� ������ ��� �����������
�������� �� �� ��� ������������� ���� �������� ����� ��� ���������� � ������ �������� �� �������

��� ��� ���� ������ �� ����� �� �� �� ������� ��� ������ ����� �� � ������ ������� ��������� �������

�� ��� ��� �������� ��� ����������� ��� ����������� ���������� �������� ������������� ������ �� ������
�� ����� �� ����������� �� ���� ���� ��� ������ �������� ������ �� � ������ �� ���������� ���� ��� ����
������ �� ������� �� ���� ������ �� ������� ��� �� ������� ��� ������ ����� �� � ������ ������ �� ������
����� �� ��� ��� ��������� �� ��� ������ ���������

�� ���� ���� ��� ������� ����������� ��� ����� �� ������ ��� ������ ���ffi����� ������ �� ���� ��� ����� �� �
��� ����� �� ��� ����������� ���ffi����� ������ �� ��� ���� �� �������� � ����������� ��� ��� ��� ���������
�� ���������������� �� ��� ���������� �� ���� ������������� �� ������ ������ �� ������ ���� ������ �����
����������������� ��� ������ ����� �� ���� ������������� ������ ������� ��� ��� �� ��� ��������� ������
������ �� ����� �� �������

�



�� �������

�������� ��� �������� ���� ��� ��������� ���� �������� ���� ������������� ��� fi��� ���� �� ����� ����
���� ��� �������� ��� ��� �� ����� ������ ��� �������� ��� ������� ���� � ������ ����� � ��� ����
�������� ��� ����� ����� � ���� �� ���������� �� ���� ��� ��������� ����� ����� �� ������ ����������� �����
��� ���� ���� ��� ��� ������� �������������

���� ���� ����

������ ���� � ������������� ��

��� ���� �� ������ ���� �� �������� ������ ���� ��� ���� ������� �� ��� ��������� �� ��� ���� �� � ������
�� ���� ���� ��� ����� ���� ���������� �� ������� ���� ������� ��� ��� ��������� �� ��� ������������
���

������ ���� � �������������� ����������

������� �������

������ ��� ������� �������� �� ��� ���������� ���������� �� �������� � ������ ���� ���� �� ���������� ���
��� ������� ��� ������ �� ������ � ���������� �� ��� ������ �� ����� ��� ��� ����� ������ ������� �� ��
���������� �� ������������ ��� ���������� ������ ��� ���� ��� �� ��������

�� ������� ��� ��� ������ ������ �� ��� � ���ffi����� ������ ��� ���������� ������ ����� ����������
������

�� ������� ��� ��� ������ ������ �� � ��� ���������� ������ ����� ���������� ������

�� � ������ ����� ������� � ��� ��� ������ �� � ������� �� ������ � �����fi� ������ ���� ��

�� � ��� ������ �� ������ �������� ������� ���� ��

�� ��� ������� ��� �� ������� ����������� ���� ��� ������� �� ��

���� ���� �� ������������ � �� � ��� ����� ������ ����� ��� ���� �� � ������� ���� �� ���������� ��� ��
������ ��� ���������� �������� �������� ��� ������ � ���� �� ������ ���� ���� � ������ �� ��� �����

������ ����������

��� ��� �������� ����������� �������� ����� �������� �������������� ���� �� ��� ��������� �������� ��
������ ��������������� ������� �� �������� �� ��� ������ �������� ���� ����������� ��� ���� ���� ��
����� �� ������ �������� ��������������� ��� fi��� ��� �� � ���� ���� �� ��������� ��������� ��� ����
�� ���� ���� ��� ����� �� ����� �� ��� ������� ���� �� ������ �� ����������� �� ��� ���� �� ����� ����
�������� ��� �������� �� ��� ���� �� ������� �������� ����� �� ��������� ������� �� �� � ����� ����� ���
��� ��

���� ��� � ����� �

������ ������ � ������������ ��������

���� ���� �� ����� �� ������� ������������� �� ��� ����������� ���������� ��������� ��������� ������

� ��������� �����

��������� �� ��� ���������� �� ������� ����� �� ���� �� ��� ������� ��� ���� ��������� �� �������� ���
�� ����� ��� �� �� ���� ��� ��� �� �������� ������� ��� �������� �������� �� ���� ���� ���� �� ����������
���� �� ��� ����� ����� ��������� ���� �� �������� �� �� �� ������ �� ��� ���� ������

� �� ����������� ��� ���������� �� ������� ����� �� ���� �� ��� ������� ������� ��� ������� ������ �
���� ������ ���� ���������� �� ���� ��� ���������� �� ��� ������� ��� ���� ��������� �� �����
�������� ���� ����� ��� �� �� ������ �ff�������

�



� �� ����������� ��������� �������� ���� �� ����� ���������� �� �������� ��� ��������� ����� ���
�� ��������� �� ��� ���� ��������� ���� �������� �� ������� ���� �� ������ ������ �� ��� ���������
������ ���� � �������� ������ ���� ��� �� ����� ���� ��� ��� ������� ��� ������ �� ��������� ���
������ �� ��� ��������� ������� ���� �������� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ����� ��� ��� ������
�� �������� ����� �� ��� ����� ��������

�� ��� ��������� ���� �� ��������������� ���� �������� ������������� ��� ����������� �� ������ �� �
��� �� ���������� ����� ���������� ��������� ��������� ���� ��� ����� �� ������� ������ ������ ���
������� ��������� ������ ��� ����� ��� ������� ������������

� ���������� ���� ��������

���� ������� ��������� ���� ���������� �������� ���� ��� ���� ��������� ���� ��� �� ������ �� ���
����� �������� ��� ��� ����� ������� ����� ��� ��� �������� ��� ��� ������ � �������� ����� ��������
���� �� ������

� ���� � �������� ���� ������� ��� ������� ���� ������� ���������� �� ����� ���� � � ��� �����
���� ��� ������ �� ����� ������ ����� ������� ������ ����������� �� ���� ������

� ������� ��� �������� ��������� ���� �� ������� ������� ��� ��������� ��� ��������� ��ffi��������

� ������� ��� �������� ����������� ��������� ������ ���� �� ������ �� ��� ������ ���� �� ��� ������
�� ��������� ������������

�� ���� ����� ���� ������ ��� ������ ������ �� ���� ��� ����� ������������� ������� ���������� ��������
������� �� � ���������� ������ �� ����������� ������� ������� ������ ���� ������� ������� �������� �� ���
���� �� ���� ����������� ������������ ������ �� ����� ����� ��� �������� �� ��� ���� ��� �������� ��� �
������ ������� �� ������� � ���� ������ ���� ���� ��� ������� ���� ��� �� � �������� ������

� ����� ��������

������� ��� ������ ������ �������� ���� ��� �������� ���� �������� ��� �� ����� �� ��� �����������
������� ���� ��� ��� �� ������������������������������������ ���� �� ����� ������� �����������
���������� ���� ������� ��� ����������� ��� ���� ������� �������� ��� ���������� ����� ��� ��� �������
�� �� ����fi���� ���� ���� ���� ���������� ���� �������������

���� ���� ���� ��������� �� ��� ��� ������� ��������� ���������� ����� ���������� ������� ����� �� ��� �
���� ���� �� ������ ����� ��� �� ���� ���� ����� ���� �� �� � ����������� ������������ ������� ������������
��������� ��� ���� ����� fi����� ��� ������ ���� ��������� �������

�� ����� ����������

����� ����� �������� �� ��������������� ����� ���� ��� ��� ������� ������ � ������� �� ��� ��� �� �������
���ffi������� ������ ���� �� ��� ��������� ����������

���
��

�∑
���

��� ���
���� � �

�∑
���

���
� ���

�� ������������ �������� � ����� ����� �� � ���� ������ ����� ��������� ������������� �������� �� ��� ��
���� ��� ���� ��� ���ffi������ �� ������� ���� �� ���� ������ �� ��� � ������ �������� ������ �������������
����� ���� ���� �� ��������� ���� �� ��� ��������� ����� ����� ����� ���� ���� �� ���������� ��� ����������
������ ������ ��� ������ �������� ������� ����� ���ffi������ ������� �� ��� ���������� ����������� ���ffi�����
��� � ����� �� ������

�� ��� ��� ����� �������� �� ������� ����� ���������� ������ ���� ������ ��� � ����� �� � ����� ���
��� ����� �� ��� ����� ������� �� ��

��� � ������� ������� ���� � ����� �� ����������� ������� ������

�

http://gretl.sourceforge.net/lasso/


����������� � �

���� �� ��� ������ ���� ����� ���� ������� �� ����� ����� ���� �� ������ ��� ���� ����� ����� ��
��������� ��������� �� �������� � �� � ����� ���������� ����� � ������ ����� �� � �� ���������������� ����
�� ���� ������ �� ��� ����� ��� ����������

����� �� �� ��������� ��ff������� �������� �� ������� �� ��� ����������� �� �� �� ��� ����� ���� �������
�� ������ �������� ���� �� �� ����� ����� ���� ��ffi��� �� ����� ��� ����� ���ffi������ �� ���� ��� ���
�� ��������� ������ ��� ���� �� ����� �� ������� ��� ����� ������� �� � �������� �� ���� �������� ��
��� ���� �� ����� ����� �� ��������� �� fi���� � ���� ���� ����� ��� ���ffi������ �� ���� ��� �� �� ���������
������� �� ����� �� � ���������� �� ��������� �ff�� ��� ���� ����� ������� ��� ��� �����fi������ ��
�������� ���������� �� ��� �������������� ��������� �������������

� ������������ � �� �� ������� �� ���������� ��� ������� ������ ��� ����� �� ������ � ������ ����
�� �� ��� ���� �� �� ������� �� ��� �������

� ������������ � � ���� ��������� �� ������� ������� ��� ������� ����� �� � �� ��� �� ��� � �����
����� ���� ����� ��� ���ffi������ �� ���������� ��� �������������� � ����� �� ��� �� ���� ��� �� ����
����� �� ����� ��� ���������� ������ �� ��� �������� ��� ������ �� �������� �� ���

� ������������ � �� �� ������ ��� ���������� �� ���� �������������� ������� ���� �� ��� �������
��������� ���� �� �� ����� ���� ��� ����� ��� ���ffi������ �� ��������� ��� ���� ������ �����������
��������� �� �������� �� ����

�� �� ����� �� ��� ������ �� ������� � ��� � ��� ������������� ������� ��� ����� �����fi������ ��

����� � ��� ���� ����� ������

���� �� ������������ � � ���� ���������� ��

���� � ���� � ������������

���������������� � �������� ����� ��������� ����������

����� �� ������������ � � �� �������

���� � ������� � ��������� ���� �������

���������������� � ������ ��������� ���������� �����������

���� ���� ��� �������� ������ ����� ��� �������� ����� ����������������

��� ������� ����� �� ��� ������� �� �� ����� ��� ��� ����� ������� ���� ����� ���� ������������ � �� ��
������ ������ �� �� ����������� ���� �� ����� �� ������ ������ ���� ����� �� ����� �� ��� ����� �������
��� ������� ��� ������������ �������� �� � ���� �� �������� ������� ���� �������� ������

�� �������� �� ��� ��� �� ��� ������ ������ ���� ����� ���������� �������� ��� �� ������ �� � ������ �
�� �����fi��� ��������� � ������ �������� ���� �� ��� ��ff������� ������� �� �������� �� ������ �� ����
����������� ���������� ��� ��� ��� �� ��� ������ �� �����������

��� �

�∑
���

��
�

��
� � �

���

����� ��� ��� ��� ��� �������� ������� �� � ������� �� ��� ������ �� � ����� ���� ����� ��� ����� �� ���
������ �� �������� ���ffi������ �� ������

�� ��� ���� �� � ������ �� ���� ���������� �� ��������� ����� ��� ������� ��� ������� ������� �����������
�� ���������� ��� ������ ������ �������� ��� ���������� ������ �� ��� ��������� ��������� ������ ���� ���
��������� ����� ��� ��� ���� ��� �� ��� ��������� ������ �� ��� �� � ��� ��� � �������� �� ��� ������
������� �������� ������� � ���������� ��� � ��������

�



�� ��� ��� ������

�� ������ ������ ��� ������� ���������� ���� �� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ���� ��� ����
������������� �������� ��� ���� ��� ���������� ���� ����� ��� �������� ����� ��� �������� ����������
������� ����� ���������� �� �������� �� ������� ���� �� �������� �� ��� ���������� ���� �� ��� �����
�������

� ���� �������� ������� �� ��� ���� �� � �� ��� ����

� ���������� � �������� ������ ������� ��� ����������� ��������� ��� ���� ��� ������� �� ���� ��� ��
�������� ������� � ������� ����� ���� ���� ������� �������� �� ��� ������� �� ���� �����������

����� ��� ���� ���� ������� ���� ��� ���� �������� ���������� ���� ������� ������ ����� �������������
��� ������ �� ���� ��� �� ��� ���������� ������� �� ����� �� ����� ��� ��������� ���� �������� ��
��������� �� ������ �� �������� �� ��� ����� ������ �� ���� ��� �� ��� ������� ��������� �� ������ ���
�������� ���� �������� ���� ���� ��� ���� �� ���������� ��� ��� ��������� ��� ��� ��������� �����
��� �������� ���� ���� ��� �� ��� ��� ������� ��� ������� �� ����� �� ������

�� ������� ���

�� ��������� ������ ������� ��� �� � ������ �� ����� ��� ������ �� ������� � ����������� �� �� ��� ��
��������� �������� �� � �������������� � � � � �� ��� ��������� ��

���
��

�

�

�∑
���

��� ���
���� � �

���� �

�

�∑
���

���
� � �

�∑
���

���� �

��
���� � � � ����� ������ � � � ����� ������ ��� �������� ������� ����� � ������������ �� ��� ����
������ ���� ������ ������������� ���������� ��� �� �������� �� ���� ����� �� ���������� ���� ������
��������� ���������� �� �� ������ ����� ������� ���� ���ffi������ �� ����� ���� �� �� ������ ��� ������� ���
������ ��� �����

�� ��� ����� ��������� ������� ��� �� �������� �� ���������� � ���������� ����� ����� ��� ��� ����� �� ���
���������� ������� ���� ������������� �������� �� ��� ��� ��������� �������� ���� �� ��� ���������

������ ������� ������������

���� ������� ��� �� ���� �� � �������� �� �� ������� ����� ���������� ���� ������� �� ����� �������� �
��� ������� �� � �������� ����� �� ��������� ��� ���� ��������� ������� ������� ���� �������� �����������
�� ��� �ff������ ������ �� ���������� �������� �� ��������� ��� ����� �� ��� ��� ������ �����fi�� �� ���
��� ������ �������

���� ���� �� ����� ���������� �� ������ ��� ���� ������� ���� �� �� ���� ��� � ����� ���� �� ���������� ��
������ ��� �ffi���� �� ������� � ������ ��� ����� ���� �� ������� ������� ����� ���������� �����

�� ��� �����

��� ��� ������ ����� �� ��� ����� ��� ��� ��� ���� ���� ����������� ������ ������������������ �����
�������� ���� ������ �� ��� ������ ��� ����� �� ��� ���� �� ������ �� �������� � ������ ��� �����
���������� ��� ��������� �� ������ �������� ��� �������� ������ ����� ������ �� ���� �� ��� ����������
������� ��������� ����� ����� ������ �� ���������� ���� ��� ���������� ���������������� �������

��� ������ ���� ������� �� �������� �� �� ��� ������ ��� ��� ��� ����� �� ������ �� ����� �������
������ ��� �ff��� ������� ������� ��� ��� ������� �������� ���� �� ����� ��� ������� ��� ������ �� �����
������������ ���� ����� ���� ��������� �� ��� ������ ������� �� ���� ���� ������� �������� ���� �� ������
���� ���� ���������� ��� ���� ��������� ���� �������� � ������� �� ���� ���� �� ����� �� � ���� ���� ���
������ ���������� ����� ��� ����ffi����� ������� ���� �� ����� �������� �� ������ �� ��� ��������� �� ���
�������������� ���������� �� �������� �� ��� fi��� ���� ���� ��� ���������� ��������� ���� �� ����� ����������

��� ��������� ��� ���� ��������� ����� ������ ������� ���� ��� �� ���� �� ���� ��� ����������� ���� ��������

�



������ �� ����� ������ ��� ������ ������ ����� ����� ������ ��������

�� ���������� ��� ����������� �� ��� ������ ���� ��� ����� �� ���������� ���ffi������� �������� ��� �����
�� ������� � ��� ��

�� ��� ����� �� ��� ��������� ����� ������ �� ������ � �� � �������� ������ ����������� ������ �� ���
������ ��� ��� ����� �� ���������� �� �� �� ����� ���� �������� ������������ ��� �������� ���� ��� �� ����
�� ������� ������������� �������� ���������� ����������� ����������� �� �� ������ ������ ��������� �����
�� �� ������������� ���� ��� ��������� ��� ��� ����� ������� ��� ���������� ���������� ��� ���� ��� ���
������������� fi��

�� ���� ���� ��� ��������� ������ ������ ����� �� ����� ��������� ��� ��� ������ ��� ���� ��� ��
��������� ��� ��� ������ ������ �� ��� ������ ������� ��� ����������� �� ����� �� ������ �� ���� ���� ��
��� ������������� ���� ����� ����������� ���� ��� �� ������� ��� ��� ���� ����� ������ ����� ��� ��� ���
������ ����� �� ������� �����

��



������ �� ��� ����� ��� �������� ��������� ��� ��� ��������� ��� ��� ������ ��� ������� ��� �������� ������

������

������ �� ���ffi����� �����

��



������ �� ������ ����������� ������ ���� ��� �������� ������ ������� ��� �������� ��� ������ �������� ������� ����

� ������ �� ������� �� ���� ��������� ��� ��� ������ ���� �� ��� ������� ����� ������ �������

��



�� ���������� ������ ���������

������ ����� ������� �� ���� �� ������ ������

�������� ������ ����� �� ������� ��� ���������� ����� ��� ��������� �������� �� ��� ���������� �� ���
������� �� ������ ������� � ������ ���������� ��� �������� ����� � ����� ��� ���������� ���� ��� ��
������ ��� ��� ����� ���������

����� ������ �� ������ �������������

������� ������� ������ �� ��������� ��

������ ���� ������� � ����������� ��� ����

����� ���� ������� � �� ����� ����������

������������ �� � �� �� ������� � ��� ������� ��

��������� �� �� � �� �� ������� � �������� �� ������

��������� ���� ������� � �� ����� ����������

������ �������� ������� � �� ������� �� ������ �� �����

��������� ���� ������� � ��� ������ �����

������� ���� ������� � ��� ������� �

���� �������� ������� �������� ������ �����

�������� ���� ������� � ��� ������� �

������ ���� ������� � ��� ������� �

������ �������� ������� ��� ������� �

�������� �������� ������� ������ ��� ������� �

��� ���� ������� � ��� ������� ��

��������� �������� ������� ������� ���� ��� ������� ��

����� � � � � � �������� �� ��� ������� ��

����� �� ������� �� ���������� ��� ��� ����� ��������

������ ��������������� ������� ����� ��� �� ������ ������������

�������� � ������ ������ ������� � ����������� �������� �� � ������ ������� ���� ���� �� ���� �� ��
�������� ���� � � ���� � � ��� � � ��� � ����� �� ������� ���� ������ ��� ����������� �� ��������� ��
� � �������

������ ��������������� ������ ������� �� ����� ������� �����

��� ��������� � ��� ���� ���� �� ������ ������ �� ������� ���� ���� �� ��� ���� ������ ������� �
�������� ������� ��� �

∑
�� � ������ ��� �� � ��

∑
�� � �����

∑
�� � �����

������ ���������������� ������ ������� �� ����� ������� �����

��� ��������� � ��� ���� ���� �� ������ ������ �� ������� ���� ���� �� ��� ���� ������ �������
��� ���������� �� ����� �� ����� ���� ������� �� ��� ������� ������� ������ �� ������ ���� ���� � ��
���������������

��



������ ������������� ���� ����� ��� ���

������� � ������ ������ �� ������ ���� �� ����� �� ���������� ������ �� ������ ������� ���� �� ���
������ �� ��� � � � ��� ������������� ������ ���� ��� ��������� � ����� ������ ���� ��� �� ������ �� ������
��� ���������� ���� ����� ���� ����������� ����� ��� ���� �� ����� �����������

���� ���������������� ������ ������ �� ����� ������� �� ����� ������� ��

��� ������ �������� � ������ �� �������� ��� ����� �� ������ ���������� ���� ������� ����� ������� ��
�� ������� � �� � ������ ��� ��������� � ��� � ������ �� ��� ���� �� ����� ������ �� ����� �� � �������
� � ����� �� ������ �� �� ��������� � �� ��� �������� ���� �������� ������ � ������� ����� ������� ���
��� ��� �� �������� ������ �� ��� ���ffi������� �� ���� ������ �� �������� ���ffi������� ��� ��� ���������
��������� ���������� ���� ���� ����� �� �� ����� �� ����������� �� ��� ������� ������ ��������������������
����� �� ���������� �� ���� �� ������� ��

���� ���������������� ������ ������ �� ����� ���� �������� ������ ������������

�������� � ���� ������� ��� ����� �� ���ffi����� ��������� �� ��� �������������� ���������� �� �������������
�������� ��� ������ �������� ������ �� �������� ��� ����� ���������� ���� �������� ����� ������� ��
�� ������� � �� � ������

��� �������� ���� �������� ��� �� ���� �� ������ ��� �������� � ������ �� ��� � ���� �������� �� ������
���� �� ����������� �� ��� ����� �������� � ����� ������ �� ����������� ���������� ��� ���� �������
���������� �� ���� ���� �� �� �� ���ffi������ ��� ������

��� �������� ����� �������� ��� �� ���� �� ������ ������ �� fi��� �� ��������� �� ��� ������������� ���
������� ������� �������� �� ������� ��� ���� �� ����� �� �������

��� ���� ����������������� ������

���� �������������������� ������ ������ �� ������ ������������

�������� � ���� ������� ��� ���� �� ��� ��������� fi� ��������� ���� �� ����� ���������� �� ��� ����������
��������� ��� ��� �������� ��� ����� ����������� �� ��� �������������� ���������� �� ������������� ��������
��� ������ �������� ������ �� �������� ��� ����� �� ������ ���������� ���� �������� ����� ������� ��
�� ������� � �� � ������ ��� �������� ����� �������� ��� �� ���� �� ������ ������ �� fi��� �� ���������
�� ��� ������������� ��� ������� ������� �������� �� ������� ��� ���� �� ����� �� �������

������� ���������� ������ ������ �� ����� ���� ��

� ����������� �������� ��� ��������� ��������� ������� ��� ������ �������� ������ �� �������� ���
������ ��� �������� � ���� �� ��� ���� ���� �� ������ ���� ��� ������ �� ����� ��������� �� ������ ���
������ ����� ��� ��ff���� ��� ��� ������ ����� �� �� ������� � ������� ���� �������� ������������� �������
��� �������� �� ������� �� �� ��������� ���������� �� ���� �� ��������� �� � �����fi� ���ffi����� ������ ����
���������� ��� ���� ��������� ��� �������� ������ �� ��� �������������� ���������� ��� ���� �����������

������ ��� ������� � ��� ��������

��



������ ������ ������ ������ �� ����� ������ �� ������ ������

���� �������� ����� ���� �������� ������ ���� � �� � ������ ������ �� ������ � ��� � �� �� �� � �������
����� �������� ���� ��� ������� ��� ����fi���� ������� ��� ������� �������� �� ����� ��� �� ���������
�� ����� � ������ ���������� ���� ��� ��ff����� ����� ������ ��� ������� �� ��� ������ ������ ���� ��ff���
�� ����� �� ����� ������ ��� �� � ���� �� ������ ����� �� ������ ������ �� �� � ��������� ������� ������� ���
��� ������� �� ��� � ������ ���� ���� �������� ���ffi�������

������ ����������� ������ ������ �� ����� ������ ��

��������� �� ����������� ��� � ������ �������� ��� ������� ��� ������ � ���� ���� ��� ���� ������
�� ������� �� ���� ������ �� ������� ��� ������ ����� �� �� ������� � ������ ������ �� ������ �����
�� ��� ��� ��������� �� �� ���� �������� ������������� ������� ��� �������� �� ������� �� �� ���������
���������� �� ���� �� ��������� �� � �����fi� ���ffi����� ������ ���� ���������� ��� ���� ��������� ���
�������� ������ �� ��� �������������� ���������� ��� ������� � ��� ��������

���� ����������������� ������ ������ �� ����� ������ ���������� ������ ������������

����� ���� ���� ���������������� ���� ������ ������ ���� ���� ������� �� ��� ��� ����� ������ �����������
��� �������� ��������� �� ���ffi������ �� �� ������� ����� ��� � ��������� ����� ������� ��� �������� ��
���� ������ ������ �� ������ ������� ���������� �� ��� � ������ �������� �� �������

������ ����������� ������� ���� ���� ��

����������� �������� ��� �������� ������� ��������� �� ����� ���� ������� �� ����� �� ������ ���� ���
���� ���ffi����� ������ ���������� ��� ������ ��� � ��� ���� ���� �� ��������� ����������� ��� ��� ������ �����
�� ��� ������ �� ���������� ���� �� ���� �� ����� ���� ��� �������� ���ffi������� ���� ��������� �����
����� �� ��� � ����� ���� �� ���� ���������� ���� ������� ����

���� ����������������� ������ ������ ��� ����� ������ �����

����� ������ �� ����� ������ �� ���� ��

����������� �������� ��� ������������ ���������� �� ������� ���� ��� ���� �������������� ���� ��� ����
��������� �� ����� ����� ����� ��� �� � ����� ������� ��� ������ �� ���� ���� �� �����������������
��� �������� �� ��� ���� ������ �� �������� ���� ��� ������ �������� �� ��������� � ������ �� ���
������ �������� �� ������ ����� �� ����������� �� ������� ��

�� ������ ���

����������� ��� ������� ������� ����� ���������� ����� ��� ����� ����� ���� ��������� ���� ����� ���
������ ������ ������ �������� ��������������� ���� ���������� fi� ��� �� ������������ ����������� ���
������ ��� ������� ������� � ����� ��� ��� ���� ���� ������� �� ����� ��� ��� ������ �� ������������
�� ��� ������� ���� ��� ������ �� ���������� ��� ��� �������� ������ ��� ������������� ������������

����������� ��� ����� ��� ������� ������ �� ������� fi� ���������������� ��� ��� ���� ����� �� �������
����� �����������

��



����������� ��� �����fi� ���������� ��� �������� ��������� ��� ��� ���� ������� ��������� fi��� ��� ���
�������� ���� ����� ���� �� ��� ��������� ���������� ��� �ff������ ���������� �� ��� ��������� ���������
���� ����� ���� ������� ��� ����������� ������ �� ��� �������� ������������ �������� ������ ��� ������
��� ��������������

����������� ��� ������� ��� ������ ����� ��� ��� ������ ��������� �������� ��� ��������� �� �����������������
��� �������� ������������������

����������� ������������ ��� ����� ������ �������� ��� ������ ������ �� �������� �������� ���������
�� ������ ���� ������� ��� ������ ������������ �������

����������� fi� �������� ��� ������������� �����

����������� ������ ���� ������ ������� ����������� ����� ����� �������� �� ����������� �� ������� �� ������

����������� fi� ��� ���� ����� ������� ��������� ��� ������� ���� ������ ���� fi����� �� ��� ��� ��� ����
�� ������������� �� ����������� ������������

����������� ������� � ������ ��������� ����� ��� ��� ���� ������� �������� ��� ����� ���ffi������� ����
�����������

����������� ������� ��������

����������

����� ��� �� ������� �� ���� �� ������� ��� �� �������� ������ ������������ ������������ ��� �����������
�������� ��� ��� ����������� ��������� ������ �� ������������� ����������� ��� ������ �� �������
�������� ����� ������ ��� ������������������������������������������

��������� ��� �� ������ ��� �� ���������� ������ ��������������� ����� ��� ����������� ������ ������ ���
���������� ��������� ������� �� ����������� �������� ������ ����� ��� ��������������������������

��������������������������������

�������� �� ������ ����������� ��� ��������� �� � ������� ������ �� ���������� �� ��������

����������� �� ������ ����������� ��������� ��� ��������� ��� ��� ������� ������� �� ��� ����� �����������
�������� ������ � ������ �������� ��� �������������������������������������

���� �� ��� �� ������ ������ ��������������� ��� �������� ��������� ��� ��� ������� ����� ���������� ��
����������� �������� ����������� ��� �����������������������������������������������������

��

https://dl.acm.org/doi/10.1561/2200000016
https://www.jstatsoft.org/article/view/v033i01/v33i01.pdf
https://www.jstatsoft.org/article/view/v033i01/v33i01.pdf
https://www.jstor.org/stable/2346178
https://web.stanford.edu/~hastie/TALKS/enet_talk.pdf


������� �� ����� ���� ������ ��������

��� ������� ���

������� ���������

���� ���������� ������� ���������������

� ��� ��������� ���������� �� �� ������� ������

���� � � �������������������������������

���� � ���

������ ������� ����� �� �� ������ ���� ���

������ ����� � ��������� � �� ��������� � ��

������ �� � ����������������� �� ������

������ �������� ����������

�������������������� ����������� ��

��������� � �

������ �� � ����������������� �� ������

������ �������� ���������

�������������������� ����������� ��

� ���� ���� �� � � ������ �� ��� ���������

� ����

� ���������

���� �� � ���������� �

������� ���������� ��������������

���������������

� �� ����������������������������������������

� �� ������������������������

� �� ��������� �� ������ � ����������� ����� � �� ������� � ��

����������� � �� ��������� � ��

�� �� ������������������

����������������

���� � �������������������

������������������

��� �������

������ �� � ��������������� ��

������ ���� � ����������������� ��

������ �������������

��������������������� ����� ��� ����������� ��

��



�������� � ���������� �� ����������

���� �������� ������� ���� ����������� �������� �� ����� ��� �������� ��� ����� �� ��� �������� ���
�������� ������� ����� ��������� �� �������� �� ��� ������� ���������� �� ���������� ��� �����
��� ��� ��� ������

������ �� �����������

��� ������� ������ �� ��� ����������� �� �� �������� ��� ���� �������� ������� ��� ������ ����� ��
������� ��� ������ �� ��� ��������� ��������� �������� ������ �� ������ ��� � �������� �� � �������
�� ���� ���� �� ������� ��� ������������ ������������ ���� � ��� �������� � �� ��� �������� ���
��������� ��� ��� ��ff������ �� ������� ������� ��� ������� ������� �� �� ������� ��� �����������
��������� ��� ������ �� �� ������ ���� ��� ��� ��������� ������� ���� ��� ���� ���������� ���
��������� ������� ������� ���� ������� ���� �������� �������� �� �� ����� ���� ��� ������� ���� ��������
�������� ���������� �� ��� ��ff������ ���������� �� ��������� �� ��������� ��� � �� ��� ����� ���� � ���
���� �������� �� ��� ������� ��������� ������

�� ������� ��� ��ff������ ������� ���� �� ������� ��� ��������� ���������� �� ����� ��� �������ff �������
�������� ��� ����� �� ���� ������ ��� ��������� ���� ��� ������ � ������� �� ���� ��� ��

�� ��� ����������� �������� ����� �� ���� ��� ������ ����� ������� ������������ �������� ���� ���
����� �������� ���� ���������� �� ��������� �������� ��� ��� ������������ ��� � �������� ��� ��
������ ��� �� ��� ����� ����� �� ���� ��� fi��� ��� ������������ ��� �� ��� ����� ����� ��� fi��� ����
��� ���� ��� ���� ���� ������ ��� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ����� ����� ���� ��� ������� ��
���� ��� ������ �� �� ����� ��� ��������������� ��� �� �ff�� ���� �������� �� ���� �� ��� ����������
��������

������ ��� ��� ���

��� ����� ������� ��� �� ���������� �������� ��� ����� ���������� ���� ����� �������� ����� ������
��������� ����� �� ��������� �������� �� ��� ���� �������� ��� �������� �� ������� ������������ �������
�������� ��� ��� ��� ��������� �� ���� �� � ��������� ������� ����� �� ������ ��� �������� �� ���
�������� �������� �� ����

������ � ����� ��� fi������� ��� �������� ������� ��� ��� ���� �� ������� �������� ������������� �� ���
��� ��������� �� ���������� �� ��� ����� ������� �� ��� ������� ��������� �� ���� ��� �� ������ ����
��� ��� ���� ������� �� ����� �� ��������� ��� �� ����� ������ ���� ��� �� ��� ����� ��� ����� ��������
���������� ���� � ��������� �� ���� �� ����� ����� �������� ���� ����� ����� �� �� ������ ����� �� ��������
��� ��� ��������� ����� �����

������ ���� ��� ���

����� �� �������� ���� ����� �� ���� ������� �� ���������� �������� �� ����� �� � ������� ���������� ��
���� ���� �� ���� ���� ��� ��� ������� ��������� �� ������ �� ���������������� �������� ��� ������� ���
������������� ��� ���� ��������

������ � ����� ��������� ������� �� ��ff������ �� ������� �� ��� ��� ��������� �� ��������� ���� ���� ��
������ �� ����� ����� ��� ������� ������ ����������� ������������������ �� ��������� ���� �� ���� ����
���� �� ��� ������� �������� �������� ������� ���� ��� �� ����� �� ��������� ��� ��������� ���������

������ ���� ���� ����� ��� �ff��� �� ������� ��������� �� ��� ��������� ���� ��� ��� �������� �� ���
�������� �� � ���� ���� ���� ������ ���� �� ��� ����� ����� ���� ��� ��� ��������� �� ������� ����
���� �� ���� ����� ���� ������� �������� ������� ���� ��� ����� ����� ����� ���� ������� ���� �����
���� �� �����

�� ���� �� ���� �������� ���� ��� �� ����� ���������� ������� ����������� ��� �� fi�� ���������� ���
��� ������ ���� ������� ������� �������� �� ��� ��� �������� ��� �� ��� ���� ������� �� ��� �����

��� ���� ����� ���� �������� ��������� ��� ���� ��� ��� ���� �� ���������� ���������� ������������
����� ������� ��� ���������� �� ���� ���������� �� ��� ����� �������� ��� �����������������������������������

���������������������������������

��

https://www.stat.cmu.edu/~ryantibs/datamining/lectures/17-modr2.pdf
https://www.stat.cmu.edu/~ryantibs/datamining/lectures/17-modr2.pdf


 0

 5×10-6

 1×10-5

 1.5×10-5

 2×10-5

 2.5×10-5

 3×10-5

 3.5×10-5

10-7 10-8 10-9 10-10 10-11 10-12
 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 1.2

 1.3

 1.4

 1.5

 1.6

 1.7

������ �� ����� ����������� ��� ����������� �������� �� ��� ��������� ��� ��������� �� ������� ���������

�������� ������� ��������� �� ��� ������ ��� �������� ��������� ���� �� ���� ��������

 0

 5×10-5

 0.0001

 0.00015

 0.0002

 0.00025

 0.0003

10-7 10-8 10-9 10-10 10-11 10-12
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

������ �� ����� ����������� ��� ����������� �������� �� ���� ��������� ��� ��������� �� ������� ���������

�������� ������� ��������� �� ��� ������ ��� �������� ��������� ���� �� ���� ��������

�����������

������ � ����� ��� ������� �� � �������� ����������� ��� ��������� �� �� ��� ������ ��������� �������������
������� ��������� ������ �������� �������� ��� ����� ����� ���� ��� � � � ������� ����� ������ ��� �����
������� ���� ��� ���� ��������� �� ��������� ������� ���������� ���������� �� ������� ��������� �����
����� ����� ���������� ������ ��� ���������� �������� ���� ��� �������� ������������� ���� ������� ����
����� ��������� ������� ���� �� ��� ������� ��������� �� ����� ������ ��� ������� �� ��� ����� ��� ���������
����� �� �� ������������ � �� ��� ���������� ������ ����� ��� ��������� ���� ��� �������� ��������� �� �����
�� ��� ������ ��� �����

�� ���� ������� ����� �� � ����� �� ��� ���� ����������� ���������� � � � ��� � � �� ���� ����� ����
�� ���� ������ ��� ���� �������� ���� ����

�� ����� ������ ���� fi����� ��� ������ �� �� ����� ��� ���������������� ��� �� ���������� ���� ����

��



0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

0.00025

0.00030

0.00035

 1  2  3  4
 0.85

 0.9

 0.95

 1

 1.05

 1.1

 1.15

 1.2

<- CCD, tol 10-7

������ �� ����� ����������� ���� ����������� �� ������� ����������� ��� ���� ��� ����������� �� �������

��������� �������� ���� ������������� ��������� �� ��� ������ ��� ���� �������� �� ��� �� ���� ��������

���������� �� ������ ����� ��� ������������ �������� �� ��� �� ��������� ���� �� ��� ����� ���� ���� ���
������ �� ������� ������� �� ����� �������� �� ��� �� �������

����������

��� ������� ����� ������ ���� � ������ �������� ��� ��������� ������������ ������ ���� ��fi������� �� ���
�������� �� ������� ����� �� ����� �������� ����� ���� �� ��� ��������� ����� ���� �� ��������� ����������
��� ���� �� ���������

�� ��� �� ��� ����������� ��� �� ��� ������� ��������� �� ������ ��� ���� �������� ���� ��� ��� �����
����������� ��� ������ ��� ���� �������� ���� ���� ��� ��� ������� ���������� ��� ������ ��� �� ���
����� ��� �������� �� ��� ��� �� ��������� ��� �� � ������ �� �������� ��� ����������

��� ������ ��� ���������� �������� ����������� ��������� ��� ����� ����� ������� ��� ������ �� ������
������� ��� ��� ������ �� ����������� ������ ��� �� ��� ������ ����������� �����

� ��� ���� ����� �� ��� �������� �� ��� ������������ �� � �������� �� ��� ��� ���������� �� ����
����� ������� ��� ������� ������ ��� ������� ��� ����� ��������� �� ��� ��������� �� �������� �����
��� �� ����� �� ���� ���� ���� �� ������� ��������� �� ��� ����� �� ��� ������� �������

� ����������� �� ��� �� ��� ����������� �� � ��� ����� ������ �� ��� ������� ��� ��� �������� �
��������� �� ������ ���� ���� ��� ��������� �� ��� ��� ��ff������ ���������� ������ �� ����
���� ��� ������� ����������� �� �������� �� ��� ���� �� ���� ���� �������� ���� ��� �� ���
������ ������� �� �������� ����� �� ����� ���� �������� ���� �� ����� ����� ���� ����� �� ��������
����� ������ �� ����� ��� �������� �� ����� ������ �� ������ ��� ��� ���� �� ��� �������

�� ������ ��� ����������� ��� � ������� �� ��� ������ �� ���� ���������� ��� ����� ���� ������ ���
��������� ������������� �� ��� ���� ��������� �������� ������� ��� ������ ��� ��� ��� ����� ���
�������� ��� ���� ��� ������ ��� ��� ������� ��� ����� �������� ���� ��� �� ��� ������� ��� ���������
��� ������ ��� ���� ��� ��� ���� ������ ���� ��� ������������� �� ��� ����� ����� �� ��� ������ ���
�������� �� ��� �� ��� ������� ��������� �� ���� ������ ��� ��������� �������� ��� ��� ���� ���� �� �����
��� ������� �� ��� ���� �� ������ ����� ���� �� ��� ��� ���� ���������� �� ������ ������ �� ����� ����
��� ��� ��� �������� ���� �������� ������� ���� ������ ��ff������ �� ��������� �����

�� �� ��� ������� �� ����� ���� �� ������ ������ ����� ������� �������� ���� �������� ���� �������
������ ���������� �� ������ ���� ��� ����� �������� �� ���� ��� ��� �������� ����� �� �� �� �������

��



�� ������������� �� ���� ��������� �� ��� ����� ���� �� �������� ��

�������� � ���������� ���� ������

����� ��� ��������� ������ �� ��� ������ �� ���� ����� �� ������ ���� ��� ������� ��� ���� ����� �� �����
���� ������ ������ �� ��� ����������� � ���� ������ ��� ����������� �� ������� ����� �� ������� ���
������� ��� ��ff�� �� ������� ���������

��ff����� �����������

�� ������ �� ����� ���� ����� ��� ������ ������ ��ff����� ����������� �� ���� ��������� ���� ���� ���
�ff��� ��� ���������� �� �������� ���ffi������ �� ��������� ������� ��� �� ��� ���� ���������� �� � ������
� ������ �������� ��� ����� ��������� �������� ��� ��fi������ �� ���� ���� �� ����� ���� ������ ��
������� �� ��� �� �� ����� �������� �� ������ ��� ���� ��� � ��� � �� �������� ��� ��� ��� ������� � ���
����� �� �� ������������ �������

�� ������ ��� ��������� ��� ��� ������ �������� ����� ��

���
��

�

��

�∑
���

��� ���
���� � �

�∑
���

���� �

���� ��ff��� ���� ��� �������� ��� �� �������� ��� ��� �� ������� ��������� ����� �� �� ������ ����
�� ����� ������ �� ��� �������� ����� � ��ff����� �������� ��������� �� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��������
���ffi����� ������� �� ������� ���� ����� ��� ���� �� ���� �� ��� ����� ����� ��������� ����� �� ����
���� �� ����� �� �� �� ����� ���� �� ��fi��� �� �������� ���� ��� � ������ ������� �� ������ ��� ��� ���
���������

�� � �� � ���� � �����

����� ��� �� ��� �� �������� �� ��� �������� ��������� �� ��� ��������� ��������� �� ������ ��� ������
� ������������� �� � ����� � ��� ��� ���

���� � � � ������ � �������� � ������

����� � �� � ������ �������� ��� ����� �� ��� ���� ����� � �� ��� ��������� ������ ��� �������� �����
���� ��� ������� ������ ����� ���� �� ��� ���� �� ��� � �� ��� ��� ������ ��� �� ������ ��� ���� ��� ��
����������� ��� ���� ���� ���� ���� ������ �� ������� �� �� �� ������� �� �� ��

����� ���������� �������������

������� � ����������� ��ff������ ������� ����� ��� ������ �� ������� �� ����� ����������� ���� �������
���� �� ��� ��� ��������� �� �������� �� ������ ����� ������� �� �������������� ������� ��� ����� �� �����
���ffi������ ���� ������ ���������� � �������� �� � �������

�� ����� ����� ����������� ��� ������ �������� ������� �� ������������ �� ��� ������� ���� ���� ���� ���� ���
����� �� ��� ������������ ����� ��� ������� � �� ���� ���������� ����� ��� ���� �������� ��� ��� ���
���� � �������� �� ���� ��� ���� ����� �� ������� �� ��������� ���� ��������������� ��� ����������� ��
��� � �������� ��� ���� ��� ����� ��� �������� ������� ��� �������� ���� ��� ������� ���� �� ������ ����
���������� �� ������� �� ��� ������������� ���� ������ ���� ������������ ��� �������� � � ��������
����� ��� ������������� �� ������� �� ��� �����

�������� ���� �� ����� ����������

��� ������� ����� �� ����� ���������� �� �� ��������� ��� ����� �� � �������������� ���� ������ ��
���� �� ������ �� ���� ���� ������� �� ������� ������������� ����������� �� ���� ������� �� �������� ����
����������� �������� �� ����� ��� ������ ��� ���� �� ������� ��ff������� ����� ����� �� ��� �ffi���� ��
������������� ����������� �� ��� ������������ ���������� ��

� ��� �������������� ��ff������ ������� ����� ��� ������ ����� �� ��� �������� �������� ���

��



� ��� ������ ��������� �� ��� ���� ���������� �� ��� ������� ���������� ���� ��� �� ��� �������
���������� ����� �� �������� ��

�� ������� ��� �������������� ��ff������� ��� � ����� ���� ��� �� ���� ����� ���� � ������� ������ ��� �����
�� ������ ��� ���� ����������� ��� �������� ����� ��� ���� ������� �� ������ ��� ����� �� ������� �� ���
����������� ���������� �� ��� ��������������� ������� ��� ���� ������� �� ����� �� ��� ���� �������� ���� ����
��� ����� �� ��������������� ��������� ���� �� ���������������� ����� ���� ���� ��ff������� �� ���������
�� ���� � �� ���� ������� ��ff�� ���� ������ ��� ������� ��� ����� �� ����������� �� ��� � �������� �����
������ ���� ������� ��� ������������� �� �� ��������������� �� ���������� ��������������

���� ����� ���������� �������� �� �������� ��� ��� ����������� ���� ����������� �� ��� ������� ����� �������
�� ����������� ���� �� ��� ���������� �� ��� ������ ��ff����� ���������

� ������� �� ������ ����� ��� ���������� ��� �� ���������� ������������ �������� ���� ��� �����
��������� ��������� ���� ������������ �� ��� ����������

� ������� �� ����� ���� ������� ��� ���������������� ����������� ��������� ���� ������������ �� ��
��������� ��� ����� ������ ������� ��� ������������ �� �������������

�� ����������� ��� �������� �� ����������� ��� ����� �� ��� ������������ �� ���� �� ���� ���������� ����
������ ��� fi��� � ������������ ��� �������� ��� ��� ���� � ��� �������� ���� � �� � ������ �� ��� ����
���� ���������� ��� ������� � � � ���� ��� � � ���� ��� ��� ������� � � � ����� � � ����

��� ���� �� ��� ���� �������� ����� ���������� ���� �� ����� ��������� �� ����������� ������������ �����
��� ����� ������� ��� ����������� ���� ���������� ��� ��� � ������� ������������ ����� ��� ������� � ��
��� ���� �������� ������ ���� ������� �� ������� ���� ���� ������� ��� ������ �� ��� ��� �� ����� ���������
���� ������������� ��� ��� ��� ��� ������� � ���� ���� ������ �� �� ��� ����� �� �� ��� �������� �����
�� ��� ��������� ���� ����� ��� fi���� �� ����� ���������� �� ���� ��������� ��� ��� �� ��� ��� �������
����� ��

∑
�� � �����

∑
�� � �����

���� ���� ��� ��� ����� ������ �������������� ����� ����� �������� �� ����� ����������� ���� ���� ���
������� ��������� ��� ������ �������� ���������� ����� ����� ��� ��� ���������� ��� ����� ����� ���
���� ���������� �� ��������� ������ ����� ��� ��� �������� ��ff������� �� ����� �� ��������� ������
���� ����� ��� ��� ���ffi����� ������� �������� ��� ����� ���� ��� ����� � ��� ��������������� ��� ���
�������� ��ff������ ���� �� ��� ������� �� ��� ����� ���������� ������������ �� ��������� ����� ��� ���
���� ��� ����� ���������� ������ �� ������� ��� ���� ��� ��� �������� ��ff������ ���� �� ��� �������
���������� �ff����� �� ���� ���� ���� �� ����� ���������� ������� ����������� �� ��������� �� ��������
��

���������� ��� ������������� �� ���� ��� ������� � ���������� ��� ����� �� ����� �� �� ���� ����������
����� ��� ���� ������ ��� �� ������ ���������� ���� ������� ��� ���� ��� � ������ ������ ������ ���
fi��� ��ff���������� �� ����� ���������� ������������������� �� �� ���� ����������� ���� ��� �������

���� ���� ���������� ��� ���� ������ ��� ���

������ ������ ������ ������ ������ � ������ ������ ������� ������

��� ������ ������ ������ ������ � ������ ������ ������� ������

���� ������ ������ ������ ������ � ������ ������ ������� ������

����� �� ��� �� ������ ��� ���� ������������� ������� �

������ � ����� ������� ����� �� ��� ������������ �������� ��������� ������ ��������� ��� ��� ����� ����������

����� ���� ������ ��� ����� ��� ���� ���� �� ���� ���������� ���������ff������ ����� ��� �� ����� ��
���������� ������������ ����� ��� ����� �� ����� �� ����� ���� ��� ������������ ������ ��� ������� ���
����������

���� �����������������������������������������������������
���� ���� �� ����� ������ ��� ������ �������� �� ����������
��� ��������� ��� ���� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ���� �� ��� �������������� ��������� �� �� � ��� ���� ����� ��� �����

��������� ��� ��� ��ff�� ���� �� �������

��

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/wine+quality


 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7

glmnet
CCD

ADMM

������ �� ��������� ��������� ��� ��� �� ������ ��� ������� �

��� �

������� ����� ��� ���� �����

������� ����� ���� ���� �����

����� ���� ����� ���� ��� �����

����� �� ���������ff������ ����� ��� ������������� ��� �� ������ ��

���� ���� ����� �� ���� ��� ��� ��ff������� ��� �������� ������������� �����fi����� ������ ��� ��������� ��
���� ���� ��� ����� ��� �� ���������� �� ���� ��������� �����������

����� � ����� ������������� �� ���������� ��� ������� �� ����� ���� ��� ��� ������� ���� ��� �������
��� ����� ��� ���� ������ ���� ������ �� ����� ��������� ��� ���� ��� ��ff������� ��� ���������� ������
������ ��������� ��� ����� �� ������ �� ��� ������������ �� ��� ������������ ������� �������� �� ���
���� ��������� �� ��� ������� �� �� ������������� ��� ����� ��� ����� ������ �� �� �� ��������� �����������

���� ���� ���������� ��� ���� ������ ��� ���

������ ������ ������ ������ ������ � ������ ������ ������� ������

��� ������ ������ ������ ������ � ������ ������ ������� ������

���� ������ ������ ������ ������ � ������ ������ ������� ������

����� �� ��� �� ������ ��� ���� ������������� ������� �

������� �������������

��� �� ������� ��� ��� ��ff������ �� ������� ������� ������� � ��� ������� � �� ��������� �� ��� ��������
������������� �� ��� ����� ���� ��� ������� ��� ���� ������������� ��� ���� �� ��������� ��� �� ����� �
����� ��� ����� ��������� ���� ����� �� ��� ��������� ��������� ��� ���� �� ��� ������ ���������� ����
������ ��� ��������������� �������� �������� �� ��� ���� �������� �����

�� ���������� ��� ����������� �� ��� ��� ��� ���� �������� ����� ��� �������������������� ���������
��������� ������ �� ���� �� ���� ����������� �� �� ������ ��� �������� ������������ ���������� �� ���
��������������� ������ ������ ���� � � � �� �� � � � � ��� ���� ��� ������ ���� ��� ��� �������� ����� ���� ��

����� ������������� �����fi����� ���������ff������ ��� � ���� ��� ������ �� ��� ��� ��� ��� ��� �� �����

��



 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45

glmnet
CCD

ADMM

������ �� ��������� ��������� ��� ��� �� ������ ��� ������� �

���� ���� ��� ���� �� ����� ������ ������ ��� �����������

�� �
�

����

����∑
���

��∑
���

����� � ����������

�� ��� ���������� �� �� ������� ��������� ���� ���� ��� ������ �������� ���������� �� ����� �� ���
������ ��� ������ �� ����� �������� ��� ��� �������� ����

�� ��

������� � ������� �������

������� � ������� �������

���� �� ������� ������� ���� ����� ������� �� ������������� � �� � ���� ���� ���� �����������
���� ������� �� ���� �� ���������� ���� ��� ����������� ���� ��ff������� �� ������������� �����������
������������ �� ��ff������� �� ��� ���������� ���� ���� ������� ��� ������� ��

����������

���� ����� �� �������� ���� �� ��� �������� �� ���� ��� ������������� ���� ��������� �� �������������
��� ����������� ��� �� ���� ���� ���� ��������������� �� ��� ����� �� ��� ���� �������� ����� ��� ���
�������� �� � ������ � ���������������� ���� ��� ���� �������� ���� ��� ������� ��� ��� ��������� ��
��������� �� ���� ������������� ����������� �� ���� ����� ���� ��� ����� ��������� �� ���� �� ��� �������
������� �� ������� ��� ������������� ����������� ������ ���� �ff��� �� ���������� ����� ��� ��� �� ��� ���
�� ���������� �����������

������� ������

�� ������� ������ ���� ���� ������� � �� ����� �� ��� ��������� ����� ���� �������� �������� �������
��� ����� ��� ��� ������� ������� ��� ����� ���� ��� �� �������� �� �������� ��� ��� ������� �� ���
����� ������� �� ������� � ��ff����� ������������� ��� ����� ������� ��� ��� ��� ���� ����� �� �����
���� ��� ���� ��� ��� ������ ������ ��������� ���� �� ��� ���� ��� ����� �� ���������

��



������� �� ����� ����� ������ ��� ������������� ����������

��� ������� ���

��� ����� ��

��� ����������� ��

������� ���������

���� ���������� ������� ���������������

� ������ ������� ��� ����� ��� ��� ���������

������� ����������

������� �� ������������������ �

�� �� �������� ���� �������������� �

���������������

�

� �� ������������ �� ������ � �� ������ � ����������� ����� � ��

������� � ��� ����������� � �� ��������� � ��

�� �� ���������������������������� � � ��������������

�

��� �������

� ��� ��������� ���������� ������� ������� ������

���� � � �������������������������������

���� �� � ����� � � ��� ������ ����������

������ ����� � ������������� ������������ ������ ������������

������������ � ��

������������� � �

� ��� ������

������ ������� � ������������������� ���

��� ���� ������

� � ����

������ ���� � ����������

���� ������ �������

���� ����

������ ������ � ���������

������� ������ ������

���� � ���� � �������� ����

������ � � ����������������� �� ������

������ �� � �������������� ������������� �������� ���

���� ���� ���� � ������� ����

������ ���� � �������������� ������

� � ��������������������������� �����

��������� � ����

������ ����� � ����������� ���

� � ��������������������������� ������

��������� � ����

�������

������������ �����������������

��


	1 Introduction
	2 Basic options
	3 Estimation with a single regularization
	4 Exploring a range of regularizations
	5 Optimizing via cross validation
	6 Obtaining predicted values
	7 Execution speed
	8 Additional ADMM controls
	9 LASSO examples
	10 Ridge regression
	11 The CCD option
	12 Elastic net
	13 GUI usage
	14 Reference: public functions
	15 Change log
	Appendix A Comparison of algorithms
	Appendix B Comparison with glmnet

